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Presentacion

Este escrito contiene una propuesta de notas para el curso Cdlculo Diferencial e Integral IV que se
ofrece con caracter de obligatorio para las licenciaturas en Matematicas y en Fisica de la Division de
Ciencias Exactas y Naturales. Dado que este es un curso de cédlculo para estudiantes de ciencias, es
pertinente que en el material de estudio se incluyan, en la medida de lo posible, las demostraciones
de los teoremas bésicos.

El primer tema del curso es el relacionado con el teorema del cambio de variables. Es de llamar
la atencién que en ninguno de los libros citados en la bibliografia basica del temario, se presenta
la demostracién de la férmula del cambio de variables. Es mads, en algunos (por ejemplo [2]) ni
siquiera se trata este tema. Los profesores Marsden y Tromba afirman que “no es facil demostrar
rigurosamente la afirmacién de (3)” (férmula para el cambio de variables para integrales) ([8], p.
368), y se limitan (como lo hacen varios autores) a exponer un argumento intuitivo basado en la
idea de cémo se transforman areas de rectangulos (pequenos) bajo el diferencial de un mapeo. Y
tienen razon. Mientras que la demostracién de la férmula en el caso de una variable es casi trivial,
en el caso de varias variables es notablemente mas complicada, sobre todo porque se requiere de
varias conceptos y resultados previos. En concreto, es necesario revisar el concepto de integrales
iteradas y el teorema de Fubini, los conceptos de volumen, de conjunto de medida cero y el teorema
de Lebesgue, que caracteriza de manera precisa a la clase de funciones Riemann integrables, y, por
supuesto, el concepto de integral de en varias variables y sus principales propiedades. Este material
ha sido incluido en la primera parte de estas notas, en la que hemos seguido muy de cerca una
propuesta hecha por D. Azagra, [1]. Debemos apuntar que en las notas del Profesor Azagra no se
hace referencia a fuente bibliogréfica alguna (ni libros ni otras paginas web), aunque es claro que el
material se encuentra en varios libros sobre el tema, en particular en el cap. IV de [3] (pp. 214-268).

Los autores agradecemos a la Mtra. Marfa Auxiliadora Teresa Urquijo Durazo, del Departamento
de Desarrollo y Produccién Editorial de la Universidad de Sonora, por su paciente y eficiente trabajo
de revision de este material, y por las multiples observaciones y sugerencias de edicién y de estilo.
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Capitulo 1

Integrabilidad en R"

1.1 Particiones en R"

Un rectangulo especial R en R™ es un conjunto de la forma

R = [al,bl]x-~-x[an,bn]
= {x=(r1,29,...,2,) ER":a; < x; < b;,i =1,2,...,n}.

Nétese que no todos los rectangulos son especiales en el sentido descrito; por ejemplo, en R? el
conjunto {(z1,2) : |x1| + |22 < 1} es un rectdngulo, pero no es especial.

Definimos el volumen v(R) de un rectdngulo especial R como el producto de las longitudes de sus

lados, v(R) = H(bj —a;). Si a; = b; para alguna ¢, el rectangulo tiene volumen cero; a veces estos
j=1
se llaman rectangulos degenerados.

Cuando n =1 el volumen de R es su longitud y si n = 2 el volumen es el area de R, pero es mejor
usar el término volumen para referirnos a todas las dimensiones simultdneamente.

Definicién 1.1. Una particion P de R es una coleccion finita de rectangulos especiales, Ry, R,
..., Ry, que no se traslapan cuya unién es R.

Al decir que “no se traslapan” nos referimos a que los interiores de estos rectangulos son mutuamente
ajenos; no se estd requiriendo que los R;’s sean ajenos.

En la figura 1.1 se muestra una particién del intervalo R = [ay, b1] X [ag, by] C R2.

Sin embargo, a cada particién P de R es posible asociar una particién P obtenida mediante el

procedimiento de dividir cada intervalo [a;, b;] en m; + 1 puntos 7§ = a; < i < --- <71l =b;y
formar los my - my - ... - m, subrectangulos especiales
el
Ro = [rjysmjysa] X [ 754,
donde o = (j1, a2, -, Jn), con 0 < j; < my, y 1 <i < n.

En la figura 1.2 se muestra la particién P asociada a la particién P que se muestra en la figura 1.1.
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Figura 1.1: Una particién P del rectdngulo [ay, b1] X [az, by] C R?

En lo sucesivo, siempre consideraremos particiones de rectangulos obtenidas de esta manera.
La particion P podria definirse como
P=P'x. - x P":={I; x - x I : 0 < jp <my, 1 <k < n},

%onde I = [t} t5,,], y cada P* = {I} : 0 < j < m;} es una particién del lado [a;, b;] del rectdngulo

Observacién 1.1. Si P es una particion de un rectangulo R, entonces

v(R) =) v(Q).

QepP

1.2 Sumas superiores e inferiores, el concepto de integral

Sean A un subconjunto acotado de R" y f : A — R una funcién acotada. Sea R = [as,by] X - -+ X
[an, by], b; —a; > 0 para i = 1,2,...,n, un rectangulo que contenga a A. Supondremos que f estd
definida en todo el rectangulo R, haciendo, si es necesario, f(x) =0 para z € R\ A.

Como f esta acotada en R, podemos considerar el supremo y el infimo de f sobre cada subrectangulo
() de una particiéon P de R, y denotamos

m(f,Q)=inf{f(z) :2 € Q}, M(f,Q)=sup{f(z):z € Q}.
Dada una particion P de R se define la suma inferior de f para P como
L(f,P) = m(f,Qu(Q),
QeP
donde la suma se toma sobre todos los subrectangulos ) de la particion P, y andlogamente se define

U(f,P) =Y M(f,Qu(Q)

QepP
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Figura 1.2: La particién P asociada a P

como la suma superior de f para P.

Observacion 1.2. Para toda particion P se tiene que L(f, P) < U(f, P).

Sean P y P’ particiones de un rectangulo R. Se dice que P’ es mds fina que P (y escribiremos
P’ < P ) si cada subrectangulo de P’ estd contenido en algin subrectangulo de P. Esto equivale a
decir que todo subrectangulo de P tiene una particion formada por subrectangulos de P’.

Lema 1.1. Si P’ < P entonces

L(f,P) < L(f,P"), mientras que U(f,P)<U(f,P).

La demostracion del lema 1.1 es inmediata. Basta notar que el infimo de f sobre un rectangulo es
menor o igual que el infimo de f sobre cualquier subrectangulo suyo, y utilizar la observacién 1.1.

Estos hechos tienen como consecuencia el siguiente:

Lema 1.2. Si P, y P, son particiones cualesquiera de un rectangulo R, entonces

L(fvpl) <U(f,P2),

es decir, cualquier suma inferior es menor o igual que cualquier otra suma superior.

Demostracion. Sean P y P, particiones del rectdngulo R y supongamos que P, = URQ y que
(0%

P = U Rp. Sea P la particién que se obtiene al intersectar cada rectangulo R, con cada uno de

B
los rectangulos Rg. Entonces P < P, y P < P». De acuerdo con los lemas 1.1 y 1.2 se tiene que

L(f,P) < L(f,P) SU(f, P)<U(f, P»). OO

IE]l stmbolo O denotar el final de una demostracién.
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Por tanto, el conjunto de todas las sumas inferiores estd acotado superiormente (por U(f, P,)), y
tiene un supremo,
s = sup{L(f, P) : P particién de R}.

Andlogamente, el conjunto de todas las sumas superiores esta acotado inferiormente (por L(f, P;)),
luego tiene un infimo,

S =inf{U(f, P) : P particién de R}.
Por el lema 1.2, tenemos que s < S. Al nimero s se le llama integral inferior de f en Ay se le

denota con / f, v a S se le llama integral superior de f en Ay se le denota con/ f.
JA A

Observacién 1.3. Notese que /f </ f.
Ja A

Definicién 1.2. Se dice que la funcién f es integrable (en el sentido de Riemann) si S = s, y, en
este caso, se define la integral de f sobre A como

/ f =sup{L(f, P) : P es particion de R} = inf{U(f, P) : P es particién de R}.
A

Observacion 1.4. Si f es integrable en A y P, y P5 son particiones cualesquiera del rectangulo
R D A, entonces, por definicion,

Ademas, /f es el unico nimero con esta propiedad. Es decir, si L(f,P) < a < U(f, P») para
A

cualesquiera particiones P, y P, de R y f es integrable, entonces o = / f
A

Notacién. Los simbolos / f(z)dz, / : / fzy,...,x,)dzy ... dxy, 0 / f(z) dv(x), se usan con
A A A

frecuencia para denotar la integral [ f. El término dv(zx) puede interpretarse como un elemento

A
de volumen y, en principio, como se vera en los ejemplos y en los ejercicios, puede representar
cualquiera de las n! maneras de multiplicar los simbolos dx;, i = 1,2,...,n. Por ejemplo, en R?,

dv(z) puede represetar a dry dry 0 a drg dx;.
b b
Si A = [a,b] la integral / f se escribe como/ f o/ f(z)dz.
A a a

Observacién 1.5. La definicién de integral no depende del rectangulo R O A considerado. De
hecho, si R y R’ son rectangulos que contienen a A, entonces

inf{U(f, P) : P particion de R} = inf{U(f, P') : P particién de R'},

v analogamente para la integral inferior.
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Ejemplo 1.1. Sea f(x) = ¢ una funcién constante definida sobre un rectangulo A de R™. Entonces
f es integrable, y
/ f=cu(A).
A

Solucién. En este caso, m(f,Q) = M(f,Q) = ¢ para cualquier rectdangulo @, por lo que, si P es

una cubierta del rectdngulo R D A, L(P, f) = Z m(f,Qu(Q) = ¢ Z v(Q) = c-v(R) y, por la

QepP QcpP
misma razén, U(P, f) = c¢-v(R). Entonces, sup{L(f, P) : P es particién de R} = ¢ - v(R) vy, esto

por definicién significa que f es integrable y que [ f = cv(A). {?
A

Ejemplo 1.2. Sea A un rectdngulo de R?, y f : A — R definida por

f(:c):{ 1 sizeQxQ,

0 en otro caso.

Demuestre que f no es integrable en A.

Solucién. Si R D A es un rectangulo y ) es un rectangulo de una particién P de R tal que

QN A # 0, entonces m(f,Q) = 0y M(f,Q) =1, por lo que L(P, f) = 0y U(P, f) = v(R).
Entonces s = / f=0yS :/ f=wv(A). Como s < S, f no es integrable. <
Ja A

1.3 Criterios de integrabilidad

1.3.1 Criterio de Riemann

Definicién 1.3. Diremos que una funcién f satisface la condicién de Riemann en A C R", A
acotado, si para todo rectangulo R D A y para todo € > 0 existe una particion P = P. de R tal
que U(f,P)-L(f,P) SE

Teorema 1.1. (Criterio de integrabilidad de Riemann) Sea A un subconjunto acotado de R", R
un rectangulo que contiene a A, y f : A — R una funcién acotada (cuyo dominio se extiende a R
definiendo f(x) =0siz € R\ A). Entonces, f es integrable si y solo si f satisface la condicion de
Riemann en A.

Demostraciéon. Supongamos que f es integrable y sea ¢ > 0. Por la definicién de [ [y por las
propiedades de los supremos e infimos, existen particiones P, y P, de R tales que

U(f,Pl)—/Af< v /Af—L<f,P2><

Do ™
DN ™

2El simbolo < denotars el final de un ejemplo.
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y por tanto, tomando una particiéon P mas fina que P; y que P,, segtn el lema 1.1, se tiene

WﬁP»1Af< y Af—LUJU<

DO ™
N ™

Sumando ambas desigualdades, obtenemos

Supongamos ahora que f satisface la condicién de Riemann. Sean S y s las integrales superior e
inferior de f en A. La desigualdad

L(f,P)<s < S <U(f.P)

se satisface para toda particion P de R. Dado € > 0 existe una particiéon P. tal que U(f, P.) —
L(f,P.) < ¢,y por tanto, S —s < U(f, P.) — L(f, P-) < . Como ¢ > 0 es arbitrario, se sigue que
S=s U

Corolario 1.1. Sean A un rectangulo de R", y f : A — R una funcion continua. Entonces f es
integrable en A.

Demostracion. Como f es continua en el compacto A, entonces es uniformemente continua. Asi,
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si la distancia entre dos puntos z y y de A es menor que 0,

entonces |f(z) — f(y)| < ﬁ Sea P una particién de A en subrectangulos Q1,Qs,...,Qy, tal
v

que el maximo de la distancia entre cualesquiera dos vértices de cada subrectangulo (); sea menor
que 0. Como f es continua, entonces alcanza sus valores supremo e infimo en cada uno de los
rectdangulos @); de P; es decir, para cada j € {1,2,..., N} existen puntos s;,t; € @); tales que
M(f,Q;) = M; = f(s;) y m(f,Q;) = m; = f(t;). Como la distancia entre s; y t; es menor que d

tenemos que 0 < M; —m; < ﬁ Se concluye que
N . N
U(f,P) = L(f.P) =Y (M; — mj)v(Q;) < ) D w(@) ==
j=1 j=1

Entonces f es integrable en A. O

1.3.2 Criterio de Darboux

La integrabilidad de una funcién se puede caracterizar en términos del comportamiento de sus
sumas de Riemann.

Definicién 1.4. Diremos que una funcién f satisface la condicion de Darboux en A C R", A
acotado, si para todo rectangulo R D A y para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para cualquier
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particion P de R en subrectangulos ()1, ...,Qy cuyos lados sean menores o iguales que 9, y para
cualesquiera x1 € Qq,...,xn € Qp, Se tiene que

<e€

Zf(:cj)v(Qj) -1

Teorema 1.2. (de Darboux) Sea A un subconjunto acotado de R", R un rectdngulo que contiene
aA yf:A— R una funcién acotada (que se extiende a R definiendo f(x) = 0sixz € R\ A).
Entonces, f es integrable en A, con integral I, si y solo si f satisface la condicion de Darboux en A.

N
Al niimero Z f(z;)v(Q;) se le llama suma de Riemann para f asociada a la particion P.
j=1

Demostracion. Supongamos que f satisface la condicion de Darboux. Sean S y s las integrales
superior e inferior de f respectivamente. Probaremos que S = s = I, o lo que es lo mismo,
I < s< S < 1. Veamos por ejemplo que S < I (el caso I < s se trata analogamente). Para esto,
es suficiente demostrar que, dado £ > 0, existe una particion P de R tal que

U(f. P)—1] <,
y por tanto, S < U(f, P) < I +¢. Dado € > 0 fijo, elijamos 6 > 0 tal que si P es una particién de
R en subrectangulos @1, ..., Qy cuyos lados son menores o iguales que 9, y 1 € Q1,...,xn € Qn,
entonces
al €
S Fa(@) 1] < 5.
i=1
Por supuesto, podemos escoger los x; de modo que
€
M A N < —,
M(.Q) ~ F@)l < 550755
con lo que tendremos
ol € €
P)— ; )| < —_ = —,
7j=1 7j=1
y por tanto,
N N . -
U(f,P) =1 <|U(f, P) = ;ﬂx»v(@j) + ;ﬂx»v(@j) —I|<5+5=¢

que es lo que queriamos probar.

Supongamos ahora que f es integrable y sea I = / f. Utilizaremos la propiedad siguiente (ver

A
problema 1.2): dados un rectangulo R de R™, una particién P de Ry ¢ > 0, existe un § > 0 tal
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que si P’ es cualquier particién de R en subrectangulos cuyos lados son menores o iguales que 9,
entonces la suma de los volimenes de los subrectdngulos de P’ que no estan contenidos en algin
subrectangulo de P es menor o igual que ¢.

Como f es acotada, existe M > 0 tal que |f(x)] < M para todo x € R. Como f es integrable,
existen particiones P, y P» de R tales que I — L(f, P1) < ¢/2 y U(f,P») — I < ¢/2. Sea P una
particién mas fina que P y que P». Entonces I —L(f, P) < /2y U(f, P)—1 < €/2. Por la propiedad
mencionada antes, existe un § > 0 tal que para toda particién P’ de R en subrectangulos cuyos lados
son menores o iguales que d, entonces la suma de los volimenes de los subrectangulos de P’ que no

estdn contenidos en algin subrectangulo de P es menor o igual que ¢/2M. Sea P’ = {Q1,...,Qn}
una particién de R en subrectangulos cuyos lados son menores o iguales que . Denotemos (si es
preciso reordenando los subrectdngulos de la particién) por Q1,...,Qk los subrectdngulos de P’
que estan contenidos en algin subrectdangulo de P, y sean Q1,...,Qy el resto. Entonces, para
cualesquiera x; € Qj,7 = 1,..., N, se tiene que
N K N
Z f(z)v(Q)) = Z f(zy)v(@;) + Z flzj)v(@;) <
j=1 j=1 j=K+1
U(f,P)+M— =U(f,P)+ = <I+e
) 2M Y 2 ~
Analogamente se ve que
N
€
S f)e(@) > LU P) ~ S 2 T —e
j=1

1.4 Propiedades de la integral

Teorema 1.3. Sean A un subconjunto acotado de R™, f,g: A — R funciones integrables y ¢ € R.
Entonces:

(11) cJ es 111tegrab e,y / cf = C/A f

(iii) Si f < g, entonces/f g/g.
A A
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/Af'</A|f|.

Observacién 1.6. Las propiedades (i) y (ii) del teorema 1.3 establecen que (a) el conjunto de
funciones integrables es un espacio vectorial bajo las operaciones de suma puntual y multiplicacién
escalar, y que (b) la integral es un operador lineal de este espacio vectorial a R, es decir, es una
funcional lineal.

(iv) |f| es integrable y

Demostracién del teorema 1.3:

(i) Sea S un rectangulo que contenga a A, y extendamos f y g a S definiéndo sus valores como
cero fuera de A. Sea € > 0. Por el teorema de Darboux 1.2 (p. 17), existe d; > 0 tal que, si P

es cualquier particién de S en subrectangulos Sy, ..., Sy cuyos lados tienen longitud menor o igual
que 01,y 1 € Si,...,ry € Sy, entonces
al €
> faels) - [ 1<
i=1 A
Andalogamente, existe dy > 0 tal que, si P, es cualquier particién de S en subrectangulos Ry, ..., Ry
cuyos lados tienen longitud menor o igual que do, v 21 € Ry,..., 2y € Ry, entonces
M €
> ss) - [ o <5
i=1 A
Sea 6 = min{dy,d2}; entonces, para toda particién de S en subrectangulos T1,...,Txk de lados
menores que 6§, y para cualesquiera x; € T1,...,xx € Tk, se tiene que
K
S (i) + gwe(@) - [ £ [ ol <
i=1 A A
K K - -
> i@ - [ 1]+ S gteo@) - [ o <545 =2
i=1 A i=1 A 2 2

Por el teorema de Darboux se concluye que f + g es integrable en A, y /(f +g) = / f+ / qg.
A A A

(ii) Si ¢ = 0 no hay nada que probar. Supongamos que ¢ # 0 y sea € > 0. Sea S un rectangulo que
contenga a A, y extendamos f a S definiendo f(z) =0siz € S\ A. Como f es integrable, por el
teorema de Darboux existe > 0 tal que si P es una particién de S en subrectangulos Sy,..., Sy
de lados menores o iguales que 6, y z1 € S1,...,xn € Sy, entonces

N

> fla(S:) - /

i=1 A

f

N

|
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lo que implica que

Zcf(a:z)v(Sz) —C/Af <Le.

Por el teorema de Darboux, esto prueba que cf es integrable en A, y / cf =c / f
A A

(iii) Sea S un rectangulo que contiene a A, y extendamos f y g a S definiéndolas como 0 en S\ A
como es habitual. Como f < g, para toda particién P de S, tenemos que

luego
sup{L(g — f, P) : P particién de S} > 0
es decir, /(g — f) >0, y aplicando (i) y (ii) se obtiene / f< / g.
A A A

(iv) Como |f| es continua en todos los puntos que f lo es, tenemos que {x : |f| es discontinua} C
{z : f es discontinua}, y como este tltimo conjunto tiene medida cero (por ser f integrable y por
el teorema de Lebesgue), resulta que el conjunto de discontinuidades de |f| tiene también medida
cero, luego | f| es integrable sobre A. Ademés, por la propiedad (iii), como —|f| < f < |f], tenemos

que
~fun<fr<[n

y por tanto

/Af‘</A!f|~ a

Ejercicios
1
1.1. Calcular / xdx directamente a partir de la definicion.
0

1.2. Probar que, dados un rectangulo R de R", una particion P de R y € > 0, existe un § > 0 tal que
si P' es cualquier particién de R en subrectdangulos cuyos lados son menores o iguales que d, entonces la
suma de los voliimenes de los subrectangulos de P' que no estan contenidos en algiin subrectédngulo de P
es menor o igual que €.

Sugerencia: tomar § = /T, donde T es la suma total de las areas de las caras de todos los subrectangulos
de la particion P.

1.3. Sean f,g: A — R integrables. Supongamos que f > g sobre A. Probar que entonces

/Af>/Ag-
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1.4. En particular, si A es un rectangulo y f : A — R es integrable y esta acotada superiormente por M
e inferiormente por m, entonces

muv(A) < /Af < Mu(A).

1.5. Probar el siguiente teorema (del valor intermedio para integrales): Si A es un rectanguloy f: A — R
es continua, existe rg € A tal que

/ f = flao)u(A).
A

Sugerencia: por el ejercicio 1.4, f(x1)v(A) < /f < f(x2)v(A), donde f(x1) y f(x2) son el minimo y
A

maximo absolutos de f sobre A. Utilizar entonces que f es continua y A es conexo.

1.6. Sean A un rectdngulo, y f : A — R una funcién que es constante salvo quizas en una cantidad finita
de puntos. Probar que f es integrable en A, y decir cudl es su integral.

1.7. Sean A un rectangulo de R", y f : A — R una funcién continua. Supongamos que f > 0 sobre A y
que / f = 0. Probar que entonces f = 0.
A

1.8. Probar que si f : [a,b] — R es creciente (o decreciente), entonces es integrable en [a, b).

1.9. Sean f,g: A — R funciones integrables. Probar que la funcién producto fg es también integrable en
A.

1.10. Sean f,g : A — R funciones integrables. Probar que las funciones max{f,g} y min{f, g} son
también integrables en A.

b
1.11. Sea f una funcién integrable sobre cualquier intervalo acotado de R. Definamos / fl)ydt =
a

a
—/ f(t)dt cuando a > b. Probar que, para cualesquiera a,b,c € R, se tiene
b

/acf(t)dt:/abf(t)dtJr/bcf(t)dt.






Capitulo 2

Volumen y conjuntos de medida cero

En los ejemplos 1.1 y 1.2 (pdgina 15) se present6 un caso que merece analizarse més de cerca. Se
trataba de una funcién (f(xz) =constante) que es integrable sobre el cuadrado R = [0, 1] x [0, 1],
pero no lo es sobre un subconjunto de él, a saber, A = ([0, 1] x [0,1]) N (Q x Q). Veremos en este
capitulo que esto ocurre cuando la frontera del conjunto es “grande”, en un sentido que se definira
aqui.

Empezaremos definiendo cuando un conjunto tiene volumen, pero debemos advertir de entrada que
es imposible establecer una definicién de volumen que sea vélida para todo subconjunto de R® (o
de R" en general). El estudio detallado de estas consideraciones corresponde al drea del andlisis
matematico conocida como teoria de la medida y estd mas alld de las intenciones de un curso
de calculo. Baste decir por ahora que ninguna teoria de la medida o de la integral puede ser lo
suficientemente rica y coherente a la vez para “medir” todos los subconjuntos del espacio R™. Solo
podra definirse medida, volumen o integral para determinados conjuntos.

2.1 El concepto de wvolumen

Definicién 2.1. Si A C R", se define la funcion caracteristica de A, x4 : R" — R, por

1 stxeA,

XM@_{O sizd A

La definicién de la integral de Riemann de una funcién estudiada en el capitulo 1 lleva de modo
natural a la siguiente definicion de volumen.

Definicién 2.2. Se dice que A C R" tiene volumen si x4 es integrable; en este caso el volumen de

A es el nimero
v(A) = / XA-
A

A veces se dice que A “tiene contenido” en lugar de decir que “tiene volumen”, y de un conjunto
con volumen también se dice que es Jordan-medible.
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Nétese que, en principio, solo si A es acotado tiene sentido hablar de la integrabilidad de x 4. Cuando
A CR, awv(A) se le llama longitud de A y cuando A es un subconjunto del plano R?, a v(A) se le
llama drea de A.

Ejemplo 2.1. Sean S y R rectangulos, S C R. Probar que xgs es integrable sobre R y que

/RXS = v(R).

Solucién. Sean R = [a1,bi] X - [an,by] y S = [s1,t1] X -+ [sp, 1], donde a; < s5; < t; < b; para
cada j = 1,2,...,n. Dado € > 0, formamos una particién P de R de la manera siguiente: para cada
J partimos el intervalo a;, b; con los puntos {a;,u;, s;,t;,v;,b;} donde a; < u; < s; <t; < wv; < by,
tales que si A es el rectangulo

A= [ug,v1] X -+ X [, vy),

entonces v(A) < v(S)+e¢. En la figura 2.1 intentamos ilustrar esta construccion para el caso n = 2.

by

V2
to

R

52
Uz

ag
aq u1 S1 t1 V1 b1

Figura 2.1: El volumen sombreado debe ser < ¢

El sup de xs en un subrectdngulo dado R; es 1 si R; NS # 0 y 0 en caso contrario. El inf de xs
en Rjes1si R CSy0 en caso contrario. Hay un tnico subrectangulo de esta particién que esta
contenido en .S, es S mismo; entonces

L(xs, P) = v(95).

La unién de los subrectangulos I; que intersectan a S es A. Por tanto
Ulxs, P) = v(A).

Como v(S) < v(A) < v(S) + &, tenemos que v(A) — v(S) < e. Entonces

U(xs,P) — L(xs, P) <e.
Por el criterio de Riemann (teorema 1.1, p. 15) xg es integrable en R. La integral / xs difiere de
R

L(xs, P) = v(S) en menos que ¢. Por tanto, / xs = v(95). &
R
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Definicién 2.3. Si A tiene volumen y v(A) = 0 se dice que A tiene volumen cero (o contenido
cero).

Proposicién 2.1. Un conjunto A tiene volumen cero si y solo si para todo ¢ > 0 existe un
m

recubrimiento finito de A por rectangulos @1, . .., Q,, tales que Z v(Qj) <€
j=1

Demostraciéon. Supongamos que v(A) =0y sea € > 0. Sea R un rectangulo, R O A. Por definicién

de integral, existe una particion P de R en subrectangulos Sy, ..., Sy, tal que U(xa, P) < €. Si

denotamos por Fy la coleccién de todos los subrectangulos \S; cuya intersecciéon con A es no vacia,

se tiene que U(xa, P) = Z v(Q), v debe ser claro que Py es un recubrimiento finito de A por
Qe

rectangulos cuyos volimenes suman menos que €.

Supongamos ahora que para € > 0 dado existe un recubrimiento de A por rectangulos cuyos

volimenes suman menos que €. Sean Vi, ..., Vs estos rectangulos. Para cada j = 1,..., M elijamos
M

un rectéangulo Vj tal que V; C int(V;) y v(V;) < v(V;) +¢/2 (de modo que ZU(XN/J) < 2e).
j=1

Sean ahora R un rectangulo que contenga a A, y P una particion de R en subrectdngulos (), tales
que cada Q o bien estd contenido en uno de los V;, o bien se corta sélo en la frontera con algunos
de los V; (esta particién P puede definirse utilizando todos los lados de los V;). Entonces

AC

C:

V, = U{Q : Q C V; para algin j},

1

<.
Il

UaP)= Y v@< Y v@Q=)> vV)<2

QEP:QNA#D QEP:3;:QCV; i=1

Esto prueba que inf{U(xa, Py) : Py particién de R} < 0; es decir, la integral superior de y4 es
menor o igual que cero, y como por otra parte la integral inferior de x4 es obviamente no negativa
(puesto que x4 = 0), resulta que las integrales inferior y superior han de ser ambas iguales a cero.
Es decir, x4 es integrable y su integral es cero, lo cual equivale a decir que A tiene volumen y
v(A)=0. O

El ejemplo siguiente, interesante por si mismo, se usa con frecuencia para demostrar otros resultados.
Ejemplo 2.2. Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b]. Demostrar que su grafica G(f) =

{(z, f(x)) : v € |a,b]} tiene volumen cero en R?. Después, generalizar este resultado para funciones
continuas sobre rectangulos de R".

Solucién. Como [a, b] es compacto, entonces f es uniformemente continua en [a, b]. Para ¢ > 0 dado,

b—
sea d > 0 tal que |f(z) — f(y)| < ia si |[r—y| < 6. Sea N € N tal que No > b—a. Sea h = Na

b
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y definamos z; = a + jh para j =0,1,...,N. Como h < J tenemos que

max f(z)— min f(x) < 2 : i=01,...,N—1
TE[T4,Ti41] TE[X,Ti41] b—a
Ahora definimos los rectangulos
Ry = [xp_1, Tk] X l min  f(z), max f(x )} k=1,2,...,N.
:EG[xi,CEH_l] 336[%@"1—4—1]
N N
h Nh
Notese que v(Ry) < ﬁ y que G(f) C kL;Jle. Entonces, ;’U(Rk) < _Z =e.

En el caso general, supongamos que A es un conjunto compacto en R" ! y sea f : A — R una
funcién continua. Sea G(f) = {(x, f(x)),x € A} la gréfica de f. Como A es compacto, podemos
escoger un rectdngulo R en R" ' tal que A C R. Sea w = v(R), el volumen de R. Como A es
compacto y f es continua, entonces f es uniformemente continua en A. Asi, dado € > 0 existe 6 > 0
tal que si |z — y| < ¢ entonces |f(z) — f(y)| < e. Sea P una particién de R tal que el didmetro de
cada subrectangulo de la particién es menor que 0. Sean Ry, Rs, ..., Ry aquellos subrectangulos de
P que tienen intersecciéon no vacia con A, y sean

m; = min{f(x),x € AN R,}, M; = max{f(z),z € AN R;}.

Entonces G(f) C U [R; x [m;, M;]] . La suma de los volimenes de los rectangulos R; x [m;, M;] es
J
N
Sl 0 ) < £
i) < o
Jj=1 7=1

Por la proposicién 2.1 (p. 25), se concluye que la gréafica G(f) de f es un conjunto de volumen
cero. &

Ejemplo 2.3. Demostrar que la frontera de un rectangulo tiene volumen cero.

Solucién. Podemos proceder a partir de la definicién de conjunto de volumen cero. Sea R el

rectangulo [ay, by X [ag, ba] X - - - X [ay, b,] y sea h = min{b;—a;, j = 1,2,...,n}. La frontera de R, que
denotaremos OR, consiste de las 2" caras de R, una de las cuales es C7 = {ay} X [ag, ba] X -+ - X [an, by
( € .
Para ¢ > 0 el rectdngulo R; = [al ~ Sy @ + TS X [ag,bs] X -+ X [ay,b,] contiene a C; y
e v(R v(R
v(Ry) = o} (%) <e¢ fEQ ) . Procediendo de manera similar con las otras caras de dR, concluimos,
L v(R)

usando la proposicion 2.1, que v(0R) < & o

Pero también podemos resolver el problema usando el ejemplo 2.2, pues cada cara de un rectangulo
es la grafica de una funcién continua de la forma z, = ay (ay constante) para k = 1,2, ... Entonces,

por el ejemplo 2.2 cada una de las caras de un rectangulo tiene volumen cero, y la frontera del
rectangulo, que es la uniéon de una cantidad finita de conjuntos de volumen cero, tiene volumen
Ccero. &
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2.2 Conjuntos de medida cero

Muchas veces es 1itil poder considerar recubrimientos numerables (y no solo finitos) por rectdngulos.
Esta idea da lugar a la definicion de conjunto de medida cero, que en general no equivale a la de
conjunto de volumen cero; sin embargo esta estrechamente relacionada con ella. Por ejemplo, se
verd (en el corolario 2.1, p. 37) que un conjunto A tiene volumen si y solo si su frontera tiene
medida cero.

Definicién 2.4. Un subconjunto A C R" se dice que tiene medida cero si para todo € > 0 existe
una familia numerable de rectangulos Q1,Qs, . .. tales que

AclJo v D ow(@)<e
j=1 Jj=1

Observacion 2.1. Estas definiciones dependen (de la dimensién) del espacio en el que se trabaja.
Por ejemplo, la recta real, considerada como un subconjunto del plano R?, tiene medida cero. De

hecho consideremos, sin pérdida de generalidad, la recta xo = 0. Si para cada j = 0,1,2... consi-
€ 5

deramos el rectangulo Q; = [j,j + 1] X [ ] , entonces la semirrecta r1 > 0,29 = 0 esta

T 9j1+37 9543
contenida en U Q;y g v(Q;) = E : 57z — 3 De manera similar podemos cubrir la semirrecta
=0 =0 =0

. , 7’ 8
r1 < 0,29 = 0 con una cantidad numerable de rectangulos cuyas areas suman 3 Entonces, para

€ > 0 podemos encontrar una familia numerable de rectangulos que cubren la recta xo = 0 y cuyo
volumen total es menor que €. Sin embargo, como subconjunto de R la recta no tiene esta propiedad.
No demostraremos aqui esta afirmacion porque se necesitaria exponer una parte sustancial de la
teoria de la medida. Para nuestros propositos solo se necesita el concepto de medida cero establecido
en la definicion 2.4.

Observacién 2.2. Todo conjunto de volumen cero tiene medida cero. EI reciproco no es cierto,
puesto que hay conjuntos de medida cero que no tienen volumen. Por ejemplo, A = [0,1] N Q
tiene medida cero (todo conjunto numerable tiene medida cero), y sin embargo no tiene volumen
(su funcién caracteristica no es integrable Riemann). No obstante, si A tiene volumen, entonces su
volumen es cero si y solo si tiene medida cero (ver ejercicio 2.9, p. 31). También es facil ver que si
A es compacto entonces A tiene medida cero si y solo si tiene volumen cero (ejercicio 2.8, p. 31).

Observacién 2.3. Si A tiene medida cero y B C A, entonces B tiene también medida cero.

Debe ser claro que la unién finita de conjuntos de volumen cero tiene volumen cero. Una de las
principales ventajas de poder considerar conjuntos de medida cero es que la unién numerable de
conjuntos de medida cero tiene también medida cero (lo que no es cierto de los conjuntos de volumen
cero, como prueba el ejemplo de la observacién 2.2):

Teorema 2.1. Sean {A;} ey una familia numerable de conjuntos de medida cero en R". Entonces

su union A = U A, tiene medida cero.
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Demostracion. Sea € > 0. Como cada A; tiene medida cero, existe un recubrimiento numerable de
A; por rectangulos B;;, j € N, tales que

Jj=1

Entonces la colecciéon numerable de rectangulos formada por todos los B;j, 7, j € N recubre la unién

A= UA]-, y las sumas de los volimenes de todos los rectangulos B;; es menor o igual que €, ya
que

ZU(B”):ZZ’U(B”) <Z;:€ [
1,j€EN 1=1 j=1 i=1

Ejemplo 2.4. Demostrar que un rectangulo en R" no tiene medida cero. Concluir que si A tiene
medida cero, entonces A tiene interior vacio. El reciproco no es cierto, ver el ejercicio 2.11, p. 32.

Solucién. Sea @) un recténgulo y supongamos que ) tiene medida cero. Sea ¢ < v(Q). Entonces
existe una coleccion numerable de rectangulos @)1, Q)s, . . ., tales que el volumen total es menor que
e y tales que () esta contenido en la union intQ)q,intQ)s, ... Como ) es compacto, el teorema de

Heine-Borel implica que existe una coleccién finita de tales rectdngulos tal que (cambiando los
N

subindices si es necesario) @) C U Q);. Pero de aqui se sigue que
=1

(@) <) v(Q)) <e < v(Q).

j=1

Pero esto es una contradiccion.

Supongamos ahora que el interior de A es no vacio y sea p € intA. Existe un » > 0 tal que la bola
B,.(p) con centro en p y radio r estd contenida en A. Consideremos el rectdngulo (cubo, en este
caso) Q con centro en p y tal que la longitud de cada uno de sus lados sea menor £/+/n’. Entonces
(@ no tiene medida cero y como ) D A entonces A no tiene medida cero. &

Ejemplo 2.5. Sean A C R" y f : A — R" una funcién Lipschitziana, es decir, |f(x) — f(y)| <
M|z — y| para todos x,y € A. Probar que si E C A tiene medida cero (respectivamente, contenido
cero), entonces f(FE) también tiene medida cero (resp., contenido cero).

Solucién. Notese que en la definicién de conjunto de medida cero (definicién 2.4, p. 27), es posible
considerar cubiertas con cubos, en lugar de cubiertas con rectangulos. Si F es un conjunto con
didmetro L = sup{|z — y|,z,y € E}, el diametro de f(E) no excede ML y el conjunto f(FE) puede
ser cubierto con cubos de lado de longitud LM y volumen (LM)". Asi, si E es cubo con aristas de
tamano 0 (volumen v(F) = ¢"), entonces su imagen f(FE) estd contenida en un cubo cuyo volumen
no excede (M+/n0)™. De aqui se sigue que si E C A tiene medida cero (respectivamente, contenido
cero), entonces f(F) también tiene medida cero (resp., contenido cero). &
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2.3 Propiedades adicionales de la integral

Teorema 2.2. Sea A un subconjunto acotado y de medida cero de R", y sea f : A — R una funcion
integrable. Entonces
/ f=0.
A

Demostracién. Sea S un rectangulo que contenga a A, y extendamos f a S poniendo f(x) = 0 para
x € S\ A. Sea P una particién cualquiera de S en subrectangulos Sy, ..., Sy, y sea M una cota
superior de f en A. Entonces se tiene

N

L(f,P) = Zm(ﬁ Sv(Si) < MY m(xa, Si)v(Sh).

i=1
Supongamos que m(x4,5;) # 0 para algun i; entonces S; C A; pero esto es imposible, pues ningin

conjunto de medida cero puede contener un rectangulo (ver ejercicio 2.4). Por tanto, m(xa,.S;) =0

N
para todo ¢, y en particular Zm(XA, Si)v(S;) = 0, lo que segun la desigualdad anterior implica
i=1

que L(f, P) <0.
Por otra parte, como M(f,S;) = m(f,S;), se tiene que

U(f,P)= Z M(f,Si)v(S;) = — Zm(—f, Si)v(S;) = —L(—f, P);

pero por la misma razén que antes, L(—f, P) < 0, luego —L(—f,P) = U(f,P) > 0. Asi, hemos
probado que, para toda particién P de S,

L(f,P) <0< U(f,P)
y, como f es integrable, esto significa que fA f=0. 0O

Teorema 2.3. Sean A un subconjunto acotado de R", f, g : A — R funciones integrables, ¢ € R.
Entonces:

(i) Si A tiene volumen, y |f| < M, entonces

/ f‘ < Mu(A)

(ii) Si f es continua, A tiene volumen y es compacto y conexo, entonces existe xg € A tal que

/f(x)dx = f(zo)v(A).

A

(iii) Sean A, B conjuntos acotados de R™, y sea f : AU B — R. Supongamos que las restricciones
de f a A, B ya AN B son integrables. Entonces f es integrable, y

ARy R A
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(iv) Sean A, B conjuntos acotados de R", y sea f : AU B — R. Supongamos que f es integrable
en AU B, y que tanto A como B tienen volumen. Entonces las restricciones de f a A, B y

AN B son integrables, y
| oa= [ -]
AUB A B ANB

En particular, en cualquiera de los casos (iii) y (iv) anteriores, si AN B tiene medida cero, entonces

RETRAI R

Demostracion.

(i) Si|f| < M sobre A, entonces la extension Canénica de |f| a un rectdngulo S que contenga a A
seguira verificando |f| < M x4, luego, usando (iii) y (ii), del teorema 1.3 (p. 18) se tiene

/Ifl /MXA—M/XA—MU

y entonces, por (iv), del teorema 1.3 (p. 18)

/Af‘é/AUIéMvA

(ii) Puede suponerse v(A) # 0 (en otro caso el resultado es consecuencia del teorema 2.2) (p. 29).
Sean m = inf{f(x) : x € A} y M = sup{f(z) : v € A}. Como A es compacto y f es continua,
existen x1, o € A tales que m = f(z1) y M = f(x3). Sea

= L

Entonces, por la propiedad (iii) del teorema 1.3 (p. 18), m = f(z1) < A < M = f(x3), y como f es

continua y A es conexo, existe o € A tal que f(xg) = A, es decir, / f=f(zo)v(A).
A

(iii) Sean f = fxaus, fi = fxa, fa = fxB Y f3 = fxanp las extensiones canénicas de f, f|a, f|5
y flanp a un rectangulo que contenga a AU B. Es inmediato comprobar que f = f1 + fo — f3, ¥

debe ser claro, por la definicién, que fxa= / f, etc. Entonces, por (i) y (ii) del teorema 1.3
AUB A
(p. 18):

/ I A L
AUB AUB AUB AUB

ANV AR

En el caso en que AN B tenga medida cero, el teorema 2.2 (p. 29) nos dice que f=0y

entonces /AUBf:/Af—i-/Bf. o
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(iv) Basta observar que las discontinuidades de las extensiones candnicas a R de las restricciones
de f a los conjuntos A, By AN B estan contenidas en la unién de las discontinuidades de f con
las fronteras de A y B, y por las presentes hipdtesis estos tres conjuntos tienen medida cero; esto
muestra que dichas restricciones son integrables. La identidad de las integrales se sigue entonces
aplicando (iii). O

Observacion 2.4. A la propiedad (ii) del teorema 2.3 se le conoce como teorema del valor medio
para la integral.

Observacién 2.5. Con un poco mds de cuidado puede probarse que en la parte (ii) del teorema
2.3 no hace falta suponer A compacto; ver el ejercicio 2.23.

Ejercicios

k
2.1. Probar que si Eq, ..., E} tienen volumen cero en R", entonces U E; también tiene volumen cero.
Jj=1

2.2. Demostrar que si E tiene volumen cero en R", entonces su cerradura FE también lo tiene.
2.3. Supongamos que E C R" tiene medida cero. jEs cierto que su cerradura también tiene medida cero?

2.4. Demostrar que en la definicién de volumen cero y de medida cero pueden sustituirse los rectangulos
cerrados por rectangulos abiertos.

2.5. Demostrar también que pueden sustituirse los rectangulos por cubos en la definicién de volumen cero
y medida cero.

2.6. Probar que la recta real, considerada como subconjunto del plano R?, tiene medida cero.
2.7. Probar que si A es un conjunto con volumen y v(A) > 0, entonces A tiene interior no vacio.

2.8. Probar que si A es un subconjunto compacto de R™, entonces A tiene medida cero si y solo si tiene
volumen cero.

2.9. Demostrar que si A tiene volumen entonces su volumen es cero si y solo si A tiene medida cero.

Sea Cy = [0,1]. Partimos Cj en tres subintervalos de longitud 1/3, removemos el tercio medio,
(1/3,2/3) y llamamos C; al conjunto que resulta: C; = [0,1/3] U [2/3,1]. Cada uno de los dos
subintervalos que componen C; se divide en tres partes iguales, se remueve el tercio medio de
cada uno y llamamos Cy al conjunto que resulta: Cy = [1,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1].
Continuando de esta manera construimos una sucesion de conjuntos Cy D C7 D Cy D - - - tales que
C,, es la unién de 2" subintervalos cerrados ajenos cada uno de longitud 37". El conjunto de Cantor
es el conjunto C' = ﬂ Ch.

neN
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2.10. Probar que C tiene medida cero. Por tanto, existen conjuntos no numerables que tienen medida
cero.
2.11. Existen compactos cuyo interior es vacio y que no tienen medida cero.

De hecho, puede encontrarse un subconjunto compacto K del intervalo [0,1] con esta propiedad. En
particular K no tiene volumen, ya que todo conjunto con volumen cuyo interior sea vacio debe tener
volumen cero.

Sugerencia: modificar apropiadamente la construccién del conjunto de Cantor (por ejemplo, dividir el
intervalo unidad en cinco partes y quitar la de en medio; dividir ahora en 5% = 25 partes cada uno de los
dos intervalos adyacentes al excluido, y eliminar la de en medio. En cada paso multiplicar por cinco las
subdivisiones del paso anterior y quitar el intervalo que queda en medio de cada uno de los conservados en
el paso precedente. Continuar el proceso indefinidamente).

2.12. Existen abiertos que no tienen volumen. Utilizando el ejercicio 2.11, encontrar un subconjunto
abierto del intervalo (0,1) que no tenga volumen. Ver también el ejercicio 2.40

2.13. Demostrar que toda recta en R? y todo plano en R? tienen medida cero.

2.14. Sea f : R" — R una funcién continua. Probar que su grifica G(f) = {(z, f(z)) : = € R"} tiene
medida cero en R™ x R = R"!,

Sugerencia: utilizar el ejemplo 2.2 (p. 25).
2.15. Sea « : [a,b] — R? una curva de clase C*. Probar que la imagen de -y tiene volumen cero.
2.16. Demostrar que si A y B tienen volumen, entonces AU B, AN B y A\ B también tienen volumen.

Sugerencia: usar los problemas anteriores y el hecho de que

XAUB = XA+ XB —XA"XB, XAnB=XA XB ¥ Xans=xa(l—xB).

o0
2.17. Sean Aq, Ao, ... una familia numerable de conjuntos con volumen. jEs cierto que su unién U A;
) ) i=1
también tiene volumen?

2.18. Sean A y B conjuntos con volumen tales que A N B tiene volumen cero. Probar que
v(AUB) =v(A) +v(B).
2.19. Sean f,g: A C R" — R funciones integrables. Supongamos que v(A) > 0 y que f(z) < g(x) para
todo x € A. Demostrar que/ f< / g.
Sugerencia: utilizar el teorem?z 2.5. !

2.20. Sean f,g: A C R"™ — R funciones integrables. Supongamos que f(x) = g(x) para todo x € A\ C,

donde C' es un subconjunto de A que tiene medida cero. Probar que entonces | f= [ g.
A A

2.21. Sean f(z,y) = ¢* @) D = [~ 7] x [—,7]. Probar que

A

M| =

1
< D) P < .
o flz,y)dedy < e
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2.22. Sea f : A C R" — R una funcién continua definida sobre un conjunto abierto A; para cada & > 0
sea B la bola cerrada de radio € centrada en un punto xg € A. Probar que

. 1
lim /B f(a)de = f(ro).

2.23. Probar que en el teorema del valor medio integral (teorema 2.3(ii)) no hace falta suponer que A sea
compacto.

Sugerencia: sean m = inf{f(x) : v € A}, M =sup{f(z) :x € A}, A\ = (/ f)/v(A). Se tiene m < A < M,
A

pero en general no existirdn x1,x2 € A tales que m = f(x1) y M = f(x2), y hay que considerar los casos
A=M, AX=m, ym < X< M separadamente. Para el caso m < A\ < M un razonamiento parecido al de
la demostracion de 4.1(vi) sirve. Para los dos primeros casos, puede usarse el teorema 2.5.

2.24. Si AC Ay U...U Ay, donde todos los conjuntos tienen volumen, probar que v(A) < Z v(4;).
i=1
2.25. Probar quesi f : A C R" — R es continua, donde A es un conjunto abierto con volumen, y/ f=0
B

para cada B C A con volumen, entonces f = 0.

2.26. Sea f : B — R una funcién integrable, f > 0. Si A C B y f es integrable en A, entonces/ f< / f.
. Es esto cierto si no se supone f > 07 4 b
2.27. Sean f,g : S — R funciones integrables definidas sobre un rectangulo S de R". Sea D un subconjunto
denso de S, y supongamos que f(x) < g(x) para todo = € D. Probar que /S f < /Sg.

2.28. Deducir del ejercicio 2.27 que si f,g : S — R son funciones integrables definidas sobre un rectangulo
S de R" y D es un subconjunto denso de S, de modo que f(x) = g(x) para todo x € D, entonces

[r-1s

2.4 El teorema de Lebesgue

Hay dos preguntas fundamentales en el tema que venimos estudiando:
1. ;exactamente, qué funciones son integrables? y
2. jqué tan grande puede ser la frontera de un conjunto para que este tenga volumen?

Las respuestas (de H. Lebesgue) a estas preguntas estdn formuladas en el teorema 2.4 y en el
corolario 2.1, que son la parte central de este capitulo. Con estos resultados, y al enfatizar la
importancia del concepto de medida cero, Lebesgue abrio el camino para el desarrollo de la teoria
de la medida y de una teoria de integracion mas general que la de Riemann. La teoria de la medida
y la integral de Lebesgue son objeto de estudio en cursos mas avanzados en andlisis matematico.

La demostracién que aqui expondremos del teorema de Lebesgue utilza el concepto de oscilacién
de una funcién en un punto.
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Definicién 2.5. Sea f : W — R una funcién definida sobre un abierto W de R™. Si para cada
vecindad U de xy definimos

w(f,U) = sup{|f(z) = f(y)| : z,y € U},
entonces la oscilacion de f en xq es

wi(zg) = inf{w(f,U) : U es una vecindad de x}.

Nétese que we(xg) = 0.

Observacién 2.6. Por las propiedades del supremo se ve que si U C V' entonces w(f,U) < w(f, V),
¥y, en consecuencia, si x € U, entonces w¢(z) < w(f,U).

Lema 2.1. Sea f : W — R una funcién definida sobre un abierto W de R", y sea xq € W. Entonces,
f es continua en xq si y solo si ws(xg) = 0.

Demostracién. Supongamos que ws(xg) = 0 y sea ¢ > 0. Existe entonces una vecindad U de
tal que sup{|f(z) — f(y)| : x,y € U} < ¢, por lo que si z,y € U, entonces |f(z) — f(y)| < e. Asi,
para cualquier x € U se tiene |f(x) — f(xo)| < €, pues xy € U. Por definicién esto significa que f es
continua en xg.

Supongamos ahora que f es continua en xy y sea € > 0. Entonces existe una vecindad U de xq tal

que para toda x € UNW se tiene |f(x) — f(zo)| < g. Sixy, xe € UNW tendremos |f(x1) — f(z2)] <

£ € )
[f(21) = flzo)l + [ f(2) = fzo)| < 5 + 5 = e Asf que sup{[f(z1) — f(z2)], 21,22 €UNW} <y,
como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que ws(zg) = 0. 0

Lema 2.2. Sea f : B — R una funcién acotada definida en un rectangulo B C R™. Entonces, para
cada a > 0, el conjunto G = {x € B : ws(x) < a} es abierto en B.

Demostracién. Sea ¢ € G. Entonces wys(c) < a. Por definicién, existe una vecindad V' de ¢ tal que
w(f,VNB)<a SizeVNByU esuna vecindad de = contenida en V| entonces w(f,U) < a.
Entonces, w¢(z) < w(f,U) < a (por la observacion 2.6). De manera que G es abierto en B. O

Consecuencia inmediata del lema 2.2 es que el conjunto A = {z € B : ws(x) > a} = G° es cerrado
y, al estar contenido en B, es acotado; por tanto A es compacto.

Definicién 2.6. Sea f : A — R y B D A. Llamaremos extensién canénica de f a B (o simplemente
f(z) size A

extensiéon de f a B) a la funcién g : B — R dada por g(z) = { 0 sir€B\A"

Teorema 2.4. (de Lebesgue, o criterio de Lebesgue para la integrabilidad de Riemann) Sean
A C R™ acotado y f : A — R acotada. Sea g la extension de f a todo R™. Entonces, f es Riemann
integrable si y solo si los puntos en los cuales la extension g es discontinua forman un conjunto de
medida cero.
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Demostracion. Sea B un rectangulo que contenga a A.

(=) Supongamos que g es integrable. Sea D = {z : g es discontinua en z.} Para cada n € N

sea Dy, = {x € B : wy(z) > 1/n}. Nétese que D = U Dy /p,. Puesto que la unién numerable de
n=1
conjuntos de medida cero tiene medida cero (teorema 2.1, pagina 27), bastara probar que cada uno

de estos conjuntos tiene medida cero. Para esto, fijemos n € N. Dado € > 0, como g es integrable,
existe una particiéon P de B tal que

Ulg, P) = L(g, P) = >_(M(g, ) = m(g, $))u(S) < 7.
sepP

Noétese que Dy, = Ey U Ej, donde

Ey={r€ Dy, :35 € P:x €05},

Ey={x € Dy, :3S € P:x cint(9)};

aqui int (S) denota el interior del rectangulo S. La frontera de un rectangulo tiene volumen cero
(ejemplo 2.3, p. 26), y como F; estd contenido en una unién finita de fronteras de rectangulos,
se deduce que E; tiene volumen cero; por tanto, existe una coleccién de rectangulos C tales que
E, C U Ry Z v(R) < £/2. Por otra parte, sea Cy el conjunto de los subrectdngulos de P que

ReCy ReCy
tienen en su interior algin elemento de D;/, (de E, para ser més precisos). Entonces, si S € O,

existe z; € int(S) tal que z; € Dy, y por tanto,

M(Qa S) _m(g75) :w(ga S) 2 WQ(ZS> 2

Y

S|

de donde deducimos que

LS u(8) < X2 (Mg, 5) — mlg, $)u(s) <

SeCs SeCs

3 (M(g,9) = m(g. 5))u(S) < —,

2n
Sep

y asi Z v(S) < g/2. Entonces, C' = C; U Cy es una coleccion finita de rectdngulos que recubre el

SeCsy
conjunto Dy,, con

€ €
< —+ - =¢.
DR D u(B)+ ) (R < S+ 5=
ReC ReCy ReC2
Esto prueba que D/, tiene volumen cero.

(<=) Supongamos ahora que el conjunto D = {z : g es discontinua en x} tiene medida cero.
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Fijemos un € > 0 arbitrario. Sea M tal que |g(z)| < M para todo x € B. Sea D. = {x € B :
wy(z) > €}. Por el lema 2.1, (p. 34), se tiene que D, C D. Como D, tiene medida cero (por ser un
subconjunto de D que tiene medlda cero), existe una coleccién numerable de rectangulos By, Bs, . . .

tales que D, C Ulnt )y Zv(Bi) < €. Pero D, es compacto (lema 2.2, p. 34); luego existe
=1

=1
N

N € N tal que D, C U int(B;) y, por supuesto, Z ) < €.

=1 =1
Ahora, sea Py una particion de B tal que cada subrectangulo de P, bien esta contenido en alguno
de los B; o bien su interior es disjunto con los B;. Podemos dividir los subrectangulos de Fy en dos
clases C y (5 (no necesariamente disjuntas):

C, = {QePR:QCB;paraalgini=1,2,...N}, y
Cy = {QeR:QND. =0},

de modo que Py = C; U Cs.

Sea S un subrectangulo de Cy; entonces w,(z) < € en cada punto = € S. Por tanto, para cada x € S,
existe una vecindad abierta U, de x tal que

M(g,U) —m(g,U) =sup{lg(z) — g(y)| : y, 2 € U} <e.

Ahora, como S es compacto y S C U U,, existe una cantidad finita de puntos z3,...,z% € S tal

€S
que

K
sclyu
i=1
donde se denota U} = U,:. Escojamos una particién Pg de S tal que cada subrectangulo de Pg esta
contenido en alguno de los U? (esto es siempre posible; ver el ejercicio 2.31).

Sea ahora P una particion de B tal que cada subrectdngulo ) de P o bien esta contenido en
alguno de los subrectangulos de las particiones P, anteriores, o bien su interior es disjunto con los
subrectangulos de las P; y, en este caso, () estda contenido en alguno de los rectangulos que son
miembros de la clase . Una tal particiéon puede definirse utilizando todos los lados de todos los
miembros de C; y de las particiones P;. Podemos dividir esta particion P en dos clases (ahora
disjuntas, aunque esto no tenga especial relevancia), C4 y C], segin se dé una u otra de las dos
posibilidades, es decir,
C,={QeP:35€(Cy,3RE P,: Q C R},

={QeP:VSe(y,,VReS t(Q)NR=0, yIT €C,: Q C T},

de forma que P = Cf U (). Para esta particién P tenemos que
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> (MQ(g) = mQ(9)w(Q) + > (MQ(g) — mQ(9))v(Q) <
Qe QeCy

ev(B)+ Y 2Mv(Q) < ev(B) + 2Me,
QeC)

N
ya que Z v(Q) < ZU(Bi) < e. Como v(B) y M no dependen de ¢, y ¢ es arbitrario, utilizando
i=1

el criterio de integrabilidad de Riemann se concluye que g (y por tanto f) es integrable. O

El teorema de Lebesgue tiene muchas consecuencias utiles e importantes. A continuacién apuntamos
algunas.

Corolario 2.1. Un subconjunto acotado A de R"™ tiene volumen si y solo si su frontera 0A tiene
medida cero.

Este corolario responde la segunda pregunta que se planteaba al inicio de este capitulo.

Demostraciéon. Por la definicién de conjunto con volumen y por el teorema 2.4 (p. 34), basta
demostrar que el conjunto de discontinuidades de la funcién caracteristica y 4,

(z) = 1 si z€ A
XAET=0 0 si 2 e /A

es precisamente la frontera de A. Por un lado, si x € 0A, entonces cualquier vecindad de = corta
tanto a A como a R" \ A. Esto implica decir que en cualquier vecindad de = hay puntos y tales
que x4(y) — xa(z) = 1, luego x4 no puede ser continua en x. Por otra parte, si z ¢ 0A entonces
existe una vecindad V,, de x que, o bien V, C A o bien V, C R™\ A; en cualquiera de los casos
resulta que ya es constante en V., y por tanto, es obviamente continua en x. Por consiguiente,
0A = {x € R": x4 es discontinua en z}. [

Corolario 2.2. Sea A un subconjunto acotado y con volumen de R"™. Cualquier funcién f : A — R,
cuyos puntos de discontinuidad formen un conjunto de medida cero, es integrable.

Demostracion. Sea g la extensién de f a todo R™.
{r € R": g es discontinua} C {z € A : f es discontinua} U 0A,

si denotamos por Disc(f) el conjunto de los puntos de discontinuidad de f en A, y por Disc(g) el
conjunto de discontinuidades de la extensién g en R™, debe ser claro (por la misma razén que en la
demostracion del corolario 2.1) que

Disc(g) C Disc(f) U 0A,

y como tanto Disc(f) (por hipétesis) como JA (por tener A volumen y gracias al corolario 2.1)
tienen medida cero, su unién tiene medida cero, y por la observacién 2.3 (p. 27), Disc(g) tiene
medida cero. [J
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Observacién 2.7. Noétese que en el teorema 2.4, la integrabilidad de f depende de su extension.
Por ejemplo, si A es el conjunto de los racionales del intervalo [0,1] y f = 1, entonces f restringida
a A es continua, pero su extension candnica no es continua en ningin punto y en particular no es
integrable, Iuego f no es integrable sobre A segun la definicion que se ha dado. Por otra parte,
en el enunciado del corolario 2.2 no es necesario extender f fuera de A porque, como se ve en la
prueba, el conjunto de puntos de discontinuidad de su extensién canonica no se va a incrementar
significativamente, a lo sumo se anadiria la frontera de A, que es un subconjunto de medida cero,
va que A tiene volumen.

Una consecuencia inmediata del corolario 2.2 es la siguiente:

Corolario 2.3. Sea A un subconjunto acotado y con volumen de R"™. Cualquier funcion f : A — R,
cuyos puntos de discontinuidad formen un conjunto finito o numerable, es integrable.

La mayoria de las funciones que se manejan en la practica son continuas o continuas por pedazos
(es decir, continuas salvo en un conjunto finito de puntos), y por tanto, segin el corolario 2.3, son
también integrables.

Teorema 2.5. Si f : A — R es una funcién integrable tal que f(x) > 0 para todo x, y ademds
/ f(z)dz = 0, entonces el conjunto
A

{zeA: f(z) #0}

tiene medida cero.

Demostraciéon. Para cada m € N, probaremos que el conjunto A,, = {z € A: f(x) > 1/m} tiene
contenido cero. En efecto, sea ¢ > 0. Sea S un rectangulo que contenga a A, y extendamos f
a S poniendo f(x) = 0 para x € S\ A como de costumbre. Sea P una particién de S, tal que

U(f, P) < e/m; existe una tal particién porque / f=0.8ean Si,..., Sk los subrectangulos de la

A
particién P para los que S; N A, # 0, para j = 1,2,..., K; entonces se tiene mM(f,S;) > 1 para
1=1,2,..., K, y por tanto

N N

> w(S) < ZmM(f, SHv(S;) < mU(f, P) < e.

i=1

K

Es decir, los rectangulos Si,..., Sk forman un recubrimiento de A,,, tal que Zv(Si) < e. Esto
i=1

prueba que A,, tiene contenido cero. En particular, A,, tiene medida cero, para todo m € N. Ahora

bien, como

{red: flo)#0}=J An,
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y puesto que la unién numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero, se deduce que este
conjunto tiene medida cero. [

Ejercicios
2.29. Sea f(x) = sen(1/x) si x # 0, y f(0) = 0. Probar que w¢(0) = 2.
2.30. Sea f(z) =1siz€Q,y f(x) =0siz € R\ Q. Probar que wy¢(x) = 1 para todo x € R.

2.31. Sea S un rectangulo cerrado, y Gi,...,G un recubrimiento finito de S por conjuntos abiertos.
Probar que existe una particién P de S, tal que cada subrectangulo de P esta contenido en alguno de los
abiertos Gj.

Sugerencia: para cada x € S existen i € {1,...,k} y 6, > 0, tales que Boo(x,0,) C G;; entonces S C

U Boo(x,d;). Usar ahora que S es compacto y recordar que las bolas Boo(z,1) tienen forma de cubos.
zE€S

2.32. Demostrar que si A y B tienen volumen, entonces AU B, AN B y A\ B también tienen volumen.

2.33. Sea f(z,y) = 1 parax # 0, y f(0,y) = 0 para todo y. Probar que f es integrable en cualquier
rectangulo de R?, y hallar estas integrales.

2.34. Sea f(x) = sen(1/x) parax >0,y f(0) = 0. ;Es f integrable en [0,1]7

2.35. Sea f : R? — R definida por

1
22+ sen~ siy#0,

Y
z? siy=20

f(z,y) =

Probar que f es integrable en el circulo unidad abierto, A = {(z,y) € R? : 22 + 32 < 1}.

2.36. Decidir si las funciones que siguen son integrables en los conjuntos indicados:

(a) f: A — R definida por
f@ y):{ y sizeR\Q,

x sireQ
conA:{(x,y)ER2zf+?§<l}.
(b) g : B — R definida por
0 siz?+y%<1/2o0 bieny =0,
9(w,y) = xsen; en otro caso

con B = {(z,y) € R* : 2% + 9 < 1}.
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(c) h:C — R definida por
_J 1 siz<y,
h(:ﬁ,y)—{ x siy<uw
con A={(z,y) e R*: |z| < 1,]y| < 1}.
2.37. Sea f :[0,1] — R definida por
flx) =

{ 0 si x es irracional,

— six = —, conn,m primos relativos.
m m

Probar que f es continua en x si y solo si x es irracional. Concluir que f, pese a ser discontinua en un
subconjunto denso de [0, 1], es integrable en |0, 1].

2.38. Para cada B C R" definamos

A(B) = inf{v(S;) : (S;) recubrimiento de B por rectangulos abiertos}.
Probar que si B tiene volumen entonces A\(B) = v(B).
A X se le llama medida exterior de Lebesgue en R".

2.39. Si (B;) es una sucesion de conjuntos con volumen que son disjuntos dos a dos y B = U}’ | B; tiene
volumen, entonces

oo
v(B) =) v(B).
i=1
Sugerencia: usar el ejercicio 2.38.

2.40. Sea ri,r9,... una enumeracion de los racionales de [0, 1], y sea

> 1 1
U= S — — .
kL-Jl <T’“ 5l<:’Tk+5k>

Probar que U es un subconjunto abierto de R que no tiene volumen.

Sugerencia: usar el ejercicio 2.38.
2.41. Sea A un subconjunto abierto y con volumen de R", y sea f : A — R continua, tal que f(z) > 0

para todo x. Supongamos que existe xg € A, tal que f(xzo) > 0. Demostrar que entonces f>0.
A

2.42. Sean f,g: A C R — R funciones integrables. Supongamos que / |f — g| = 0. Probar que entonces
A
f(x) = g(x) para casi todo z, es decir, salvo quizds en un subconjunto de A, de medida cero.

2.43. Sean A un subconjunto acotado de R™, y ( f) una sucesion de funciones que converge uniformemente
en A a otra funcion f. Sea S un rectangulo que contenga a A, y extendamos cada una de estas funciones
a S haciéndolas valer cero en S \ A, como de costumbre. Para cada k € N, sea Dy, el conjunto de los
puntos de discontinuidad de la funcién fj (extendida). Demostrar que el conjunto D de los puntos de
discontinuidad de f estd contenido en Uz Dy,.

Sugerencia: recordar que el limite uniforme de una sucesién de funciones continuas en un conjunto es
continuo en ese conjunto.
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2.44. Utilizando el ejercicio 2.43, probar que si A es un subconjunto acotado de R™, y ( fi) una sucesion de
funciones integrables que converge uniformemente en A a otra funcién f, entonces f es también integrable

en A.

2.45. En las hipdtesis del ejercicio 2.44, probar que ademas se tiene que

e

Sugerencia: la prueba usual que se da de este hecho para funciones de una variable se generaliza sin
dificultad al caso de funciones de varias variables.






Capitulo 3

El teorema de Fubini

Se dispone de una variedad de técnicas para calcular la integral de una funcion real de una variable
real. La herramienta clave es, por supuesto, el teorema fundamental de calculo. Tipicamente lo
que se hace encontrar (en caso de ser posible) una antiderivada de la funcién que se estd integrando
y evaluarla en los extremos del intervalo y restar los valores obtenidos. Pero para calcular una
integral en varias variables esto no es tan sencillo. Afortunadamente hay un teorema que con
mucha frecuencia nos permite usar el procedimiento descrito para el calculo de integrales en varias
variables. Es el teorema de Fubini que, en muchos casos, nos permite calcular una integral en varias
variables, mediante una secuencia (finita) de integrales en una variable.

3.1 El caso de dos variables

Comenzaremos por estudiar la version del teorema de Fubini en el plano.

Teorema 3.1. (de Fubini) Sea A = [a, b] x [c, d] un rectdngulo de R?) y sea f : A — R una funcién
integrable, tal que las funciones f, : [c,d] — R, definidas por f.(y) = f(x,y), son integrables en

d
[c,d] para todo x € [a,b]. Entonces, la funcién x — / f(z,y) dy es integrable en [a,b], y

[r=[ ([ swar)a= ([ rena)a.

b
Analogamente, si se supone que / f(z,y) dr existe para cada y € [c,d], se obtiene que
a

/Af:/cd (/:f(a:,y)dx> dy.

Demostracién. Sea ¢ : [a,b] — R la funcién definida por

g(z) = / f(z,y)dy.
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Tenemos que ver que g es integrable sobre [a, b], y que

/Afz/abg(w)dw

Sea P, una particién cualquiera de [a,b] en subintervalos S; = [s;_1,s;], donde a = 59 < 51 <
. < sy = b, y sea P4 una particién de [c, d] en subintervalos T; = [t;_1,1;], donde ¢ =ty < t; <
. <ty = d. Sea entonces P, la particién de A dada por los rectangulos

Rij:SiXT’j, con 1<Z<N71<j<M

Noétese que cualquier particion del rectangulo A se obtiene de esta manera, como producto de
particiones de los lados de A.

Se tiene que

L(f, Pa) = > _m(f, Rij)v => (D m(s, Rij)”@)) v(S;)-

ij i=1 \j=1

Ademsds, para cada x € S; y para cada j se tiene m(f, R;;) < m(f;,T};). Por tanto, sumando sobre
7 estas desigualdades, obtenemos que

meRu ilmfz, /fx — g(a).

Como estas desigualdades valen para cualquier x € S;, podemos tomar el infimo sobre x para
obtener

Zm(fa Rij)v(T)) < m(yg, S;)

para cada 7, y entonces, sumando sobre 1,

fPA nga L(gap[ab})‘

Con un argumento analogo para supremos y sumas superiores, deducimos que

L(f7PA)<L(97P[a,b])<U(gvp[ab) (f PA)

Como esto vale para cualquier particion P4 de A y, lo que es lo mismo, para cualesquiera particiones
Py ¥ Peg de [a,b] y [c,d] respectivamente, y f es integrable, se deduce inmediatamente de estas
desigualdades que g es integrable sobre [a, b, y

/f/ dx_/ab(/cdf@,y)dy)dx. 0
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L pyr
Ejemplo 3.1. Calcule / / y® sen (xy?) dy d.
o Jo

JT
Solucion. La integral interior, / y” sen (xy?) dy, es algo laboriosa. Pero si cambiamos el orden
0

1
de integracion, la integral interior sera / y® sen (ry?) dz = y — y cos y*. Entonces la integral es
0

Vol N
/ / y® sen (zy®) dz dy = / (y —ycosy®)dy =
0 0 0

Observacién 3.1. Si f es continua, entonces las funciones f, f, v f, (con x € [a,b],y € [c,d]) son
todas integrables, y entonces se obtiene que

/Af:/ab (/Cdﬂx,y)dy) dxz/cd (/abﬂx,y)dx) dy.

Este resultado se puede aplicar a regiones (acotadas) A mds generales que rectangulos, extendiendo
la funcién a un rectdngulo que contenga a A (haciéndola valer cero fuera de A, como es habitual)
y usando entonces el teorema de Fubini.

&

e

El siguiente corolario nos muestra una manera de hacer esto; el resultado puede utilizarse eficiente-
mente para descomponer una regién complicada en regiones mas pequenas a cada una de las cuales
se aplica entonces el corolario.

Corolario 3.1. Sean ¢,v : [a,b] — R funciones continuas tales que p(x) < (x) para todo
z € [a,b], ysea A = {(x,y) € R* :a < x < bp(x) <y < Y(x)}. Sea f : A — R una funcién
continua (o continua salvo en una cantidad finita de puntos). Entonces

[i=] b ( / ?:)f(w,y) dy) dr. (3.1)

Demostraciéon. Sea S = [a,b] X [c,d] un rectangulo cerrado que contenga a A, y extendamos f a
S poniendo f = 0 en S\ A, como es habitual. Por el ejemplo 2.2 (p. 25), las graficas de ¢ y
¥, es decir, los conjuntos G(¢) = {(z,p(z)) : x € [a,b]} v G(¥) = {(x,¢¥(z)) : © € [a,b]} tienen
medida cero. Debe ser claro que el conjunto de las discontinuidades de la funcion extendida f esta
contenido en la unién de estas dos graficas, y por tanto, tiene también medida cero. Luego, por el
teorema de Lebesgue, f es integrable en S. Por otro lado, para cada x € [a,b], f, es continua en
¢, d], salvo quizas en los puntos ¢(z) y ¥(z), y por tanto, todas las f, son integrables. Entonces,
podemos aplicar el teorema de Fubini, lo que nos da, teniendo en cuenta que cada f, es cero en

[, ()] U [1h(x), d], que

/Afz/SfZ/ab</cdfx(y)dy) dxz/ab (/::)f(x,y)dy> dr. O
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Consideremos la aplicaciéon siguiente.

Si D es un sélido en R™ con densidad de masa 9, entonces el centro de masa de D es el punto
T = (T1,...,%,) donde
_ Jpmd(x)de .

l’k—m, k= yooe

Noétese que el denominador, / d(x) dx, es la masa de la regiéon D.
D

M.

Ejemplo 3.2. Halle el centro de masa de la regién D en R3 acotada por x, + x5 + 13 = 2,1, =
0,29 = 0 y x3 = 0, suponiendo que la densidad es uniforme (es decir, constante).

Solucion. La masa del sélido acotado por la regiéon D es

2 2—xq 2—x1—x2
/ d(z)dz = / / / d dxg dxs day (0 constante)
D o Jo 0
2 2—xq
= 6/ / (2—1'1—1'2)(1332(11'1
0o Jo
2 1 4
= 5/0 (2—2z+§x%> da:1:§5
La coordenada 7; del centro de masa es

(5d
fl = fDxl * _3/1‘1(11'

Jpo(w)de 4

2—x3 2—xo—x3
= / / / v d.’L'l dﬂ?Q d&?g
1 3 2 2—:1,‘3
= / / 2 — Ty — 273) dZL‘Q de’g = = / (2 — T9 — 1‘3)2 d$2 d$3

= /(2 )3d 1/2(2 )>3d AV
= 3 ; 3 T3 T3 = 3 . T3 $3—8 —2

Por la simetria de la regién D, se concluye que los valores de las coordenadas T v T3 coinciden con
el de ;. Asi, el centro de masa de D es T = %(1, L1, <&

3.2 El caso general

Cuando f es integrable, pero no continua, pueden surgir dificultades con respecto a la existencia
de las integrales involucradas en las férmulas del teorema de Fubini. Por ejemplo, la integral
d

/ f(z,y) dy puede no existir para toda x aun cuando la integral / f exista, pues la funcion se
c Q



3. El teorema de Fubini 47

puede comportar de una manera extrana, por asi decirlo, a lo largo de una sola linea vertical, sin
que esto comprometa la existencia de la integral doble.

Este problema se puede evitar requiriendo que todas las integrales involucradas existan, lo que
podria ser algo restrictivo. Sin embargo, ocurre que si la integral interior (en el establecimiento
de la férmula) se cambia por la correpondiente integral inferior (o por la integral superior), que
siempre existen, entonces se obtiene un teorema general correcto que incluye, por supuesto, el caso
especial en el que todas las integrales involucradas existen.

Teorema 3.2. (de Fubini) Sean A C R" y B C R™ rectdangulos, y sea Q) = A X B. Sea f : Q — R
una funcién acotada. Escribiremos f en la forma f(x,y) con x € Ay y € B. Para cada v € A
consideremos las funciones

= [ e T(I)ZZGBf(w,y)-

Si f es integrable sobre (), entonces estas dos funciones de x son integrables sobre A y

/szfAm):/AT(a:).

Demostracién. Probaremos que si f es integrable sobre () entonces I y I son integrables sobre A y

que la integral de cada una de ellas es igual a [ f.
Q
Sea P una particién de (). Entonces P consiste de una particién P4 de A y una particion Pg de B.

Escribiremos P = (Py4, Pg). Si R4 es un rectdngulo genérico de A determinado por P4 y si Rp es
un rectangulo genérico de B determinado por Pg, entonces R4 X Rp es un rectangulo genérico de
() determinado por P.

La demostracién esta estructurada en cuatro pasos.

Primero se establece una comparacion entre las sumas inferior y superior de f y las sumas inferiores
y superiores de [ y I.

1. Mostraremos primero que L(f, P) < L(I, Py).

Consideremos un subrectangulo genérico R4 X Rp determinado por Py sea xg € R 4. Debiera
ser claro que m(f, Ra x Rp) < f(zo,y) para cualquier y € Rp, y, por tanto, m(f, R4 X Rg) <
m(f(zo,y), Rp). Dejando fijos a x¢ y R4, multiplicando por v(Rpg) y sumando sobre todos los
subrectangulos Rp, obtenemos

Zm(f, R4 x Rp)v(Rp) < L(f(20,y), Pp) < /EB f(o,y) = L(zo).

Como este resultado es vélido para cada xg € R4, se concluye que

> m(f,Ra x Rp)v(Rp) <m(I, Ry).

Rp
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Ahora multiplicamos por v(R4) y sumamos. Como v(Ra)v(Rg) = v(Ra X Rp), se obtiene
que

. Con un argumento similar se obtiene que

. Las relaciones entre las sumas inferior y superior de f y las sumas inferiores y superiores de

1y I, se representan en el diagrama siguiente.

® ®
< U(i? PA) <
@ @
< <

L(I, Py) U(I, Pa)

L(f, P) U(f,P)

©®  _ @
< L(I, Py) <

Las desigualdades () y (@ se obtuvieron en los pasos 1 y 2; las desigualdades @3 y (@ son
consecuencia de la observacién 1.4 (p. 14); las desigualdades () y ® son consecuencias de la
observacion 1.3 (p. 14).

. En este paso se demuestra el teorema. Como f es integrable sobre (), dado £ > 0, el teorema 1.1

(p. 15) garantiza que existe una particion P = (P4, Pp) de @, tal que U(f, P) — L(f, P) <e.
Entonces U(L, Py) — L(I, Py) < ey U(I,Ps) — L(I, P4) < e. Entonces, tanto I como [ son
integrables sobre A.

Ahora, por definicién (ver observacién 1.4, p. 14) la integral / I esta entre las sumas inferior
_ A
y superior de I. De la misma manera, la integral I estd entre las sumas inferior y superior de

1. Por tanto, los tres ntmeros, / I, / Iy / f, estan entre los niimeros en los extremos del
A Ja Q

diagrama. Como ¢ > 0 es abitrario, se concluye que

i fr-f -

Ejercicios

3.1. Calcular / (x + y)x dz dy, donde A = [0,1] x [0, 1].

A

3.2. Calcular las siguientes integrales iteradas:

0 1 1 pe?® 1 Larcseny
(a)/ / («'y +y*) dy du; (b)/ / zIny dy dr; (C)/ /y y cos(zy) dz dy
-1J0 0 Je* 0 JO
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3.3. Expresar las integrales iteradas siguientes como integrales multiples sobre una region, dibujar la
region y cambiar el orden de integracion; finalmente, hallar el valor de las integrales usando el orden de
integracion que dé lugar a los calculos mas simples.

(a) /Z/Oyz(a:Z—ky)dmdx (b) [Q/OIHI(x—l)mdydx

! & w/2 pcosz
(c)/ / Y dy dx (d)/ / ysenz dz dy
—1 /=2l 0 0
Loy 1 rf(y) 1
o Jo Jo o Jo ”

1 (1—582)1/2
1— Y2 dy da
(g) s y(1—y*) /= dy

3.4. Sea A =0,1] x [0,1] — R definida por

2y sizeRN\Q
f(x’y)_{ 1 sizeQ

(a) Decidir si f es integrable en A.

1 1
(b) Calcu]ar/ </ f(z,y) dy> dzx si existe.
0o \Jo

1 1
(c) Ca]cu]ar/ </ fz,y) da:) dy si existe.
o \Jo

3.5. Cambiar el orden de integracion en las siguientes integrales iteradas:

(a)/ /1 " fey)dedy (b) /Oa/bjaf(:r,y)dydy
(c)/ / 11 i/m (x,y,2)dzdy dx (d)/// f(z,y,z)dzdz dy

3.6. (Diferenciacion bajo el signo de la integral) Sea f : [a,b] X [¢,d] — R continua tal que of es continua

0y

en [a,b] X [¢,d]. Definamos
Probar que F' es derivable y que

Sugerencia: usando el Teorema Fundamental del Calculo, se tiene que

—/abf(x,u)dx—/ab (/cu%(x,y)dy—i-f(x,c)) dx
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3.7. Sea f :[a,b] X [¢,d] — R continua con g
Y

F(.%',y) :/xf(tay>dt'

, continua en [a,b] X [c,d]. Definamos

(a) Calcular (;F y ?)I;

g(x)
(b) Si G(x) = / f(t,z) dt, calcular G'(x).

3.8. Calcular las integrales siguientes

(a) / zy dx dy, donde D es el tridangulo de vértices (0,0),(0,1) y (1,0).
D
(b) / ye Y dx dy, donde D es el cuadrado de vértices (0,0), (0,1),(1,0) y (1,1).

(c)/a:da:dy, donde D = {(z,y) €R*: 0 < 2 < V7,0 < y < senz?}.

(d) / \/1 ’7;2 dx dy, donde D es el interior de la ehpse b =1.

(e) /D |max{z,y}| dx dy, donde D = [-2,2] x [—1,1].

3.9. Probar la siguiente generalizacién del corolario 3.1 del teorema de Fubini. Sean A C R™ un rectangulo
cerrado, y ¢, : A — R™ funciones continuas, tales que p;j(z) < 1j(z) para todo z € A,1 < j < m. Sea
D ={(z,y) e R" xR™ : 2 € A, ¢j(x) <yj <Yj(x),1 <j<m}. Para cada x € A definamos B, C R" por

By ={y e R": pj(x) <y; <¢j(x),1 <j<m}

Sea f : D — R una funcién continua, y definamos f, : B, C R™ — R por f,(y) = f(z,y),yg: ACR" - R
por

g(ac) = Ja-
By

[ [

3.10. Sean A C R" y B C R™ conjuntos con volumen, y f : A — R, g : B — R funciones integrables.
Sean F,G : R*® — R las funciones definidas como sigue:

F(r,y) = f(x) +9(y) vy Glz,y)= f(2)g(y).

Entonces g es integrable sobre A, y

Ha]]ar/ F(z,y)dedy y G(z,y) dz dy en funcién de/ f,/ g,v(A) y v(B).
AxB A B

AxB

3.11. Hallar el volumen de la regién acotada por z = 2% + 3y, 2z = 9 — 2.

3.12. Hallar el volumen de la regién acotada por x* + 2y*> =2,z = 0,2 + y + 2z = 2.
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3.13. Sea A la regién de R?® acotada por los planos © = 0,y = 0,z = 2 y la superficie z = x> + v, con
> 0,y > 0. Calcular la integral / rdr dy dz.
A

3.14. Calcular la integral / ye " dx dy dz, donde A =[0,1] x [0,1] x [0, 1].
A

3.15. Calcular las siguientes integrales iteradas y dibujar las regiones A, determinadas por los Iimites de
integracion:

@ [([ eroa)
o [ ([ ) a

3.16. Sea D la region acotada por los ejes positivos x e y y la recta 3x+4y = 10. Calcular/ (:):2+y2) dx dy.
D

3.17. Sea D la region dada como el conjunto de los (x,y) del plano, tales que —p(z) < y < p(z) y

a < x < b, donde ¢ es una funcién continua no negativa en el intervalo [a,b]. Sea f : D — R una funcién

continua en D, tal que f(x,y) = —f(x,—y) para todo (x,y) € D. Probar que

/ f(z,y)dzdy = 0.
D

3.18. Dibujar la region correspondiente a cada una de las sigientes integrales dobles, cambiar el orden de
integracion y evaluar la integral, usando el orden que sea mas adecuado:

(a)/ol(/:xydy> dz
(b) /1 </21y(x+y)2dm> dy
(c)/ (/ 2 +y) d>dy

3.19. Calcular / 22 cos z dx dy dz, donde W es la regién acotada por los planos z =0,z = m,y = 0,2 =0
14%
yr+y=1

3.20. Integrar f(x,y,z) = xy + yz + zx sobre la porcién del primer octante x > 0,y > 0,z > 0, cortada
2 2 2
x z
por el e]1pso1de — + Z—Q + = =1.
3.21. Utilizar integrales triples para hallar el volumen del sélido T de R3, limitado superiormente por el
cilindro parabélico z = 4 — y? e inferiormente por el paraboloide eliptico z = x> + 3y>.






Capitulo 4

Integrales impropias

A menudo es necesario integrar funciones que no son acotadas, e incluso integrarlas sobre regiones
no acotadas. Estos tipos de integrales reciben el nombre de integrales impropias. El cédlculo de
integrales impropias conduce a considerar problemas de convergencia. La convergencia de la integral
impropia de una funciéon de una variable, equivale a la convergencia de una serie asociada a la
funcidn; este es el criterio de la integral (teorema 4.3, p. 58).

Sera suficiente con desarrollar la teoria de integrales impropias para funciones no negativas, pues si

f: A— R, podemos usar el hecho de que f = f* — f~, donde f* = max{f,0} es la parte positiva

de f,y f~ = —min{f,0} = max{—f,0} es la parte negativa de f, para concluir que f es integrable

impropia si y solo si Ty f~ lo son, y en este caso / f=1[ ft— [ f (definicién 4.3, p. 59).
A A A

Estudiaremos primero las integrales de funciones positivas y no acotadas definidas sobre regiones

acotadas.

Definicién 4.1. Sean A un subconjunto con volumen de R", y f : A — [0,00) una funcién,
posiblemente no acotada. Para cada M > 0 consideremos la funcwn far A —[0,00) definida por
fu(z) = min{f(z), M}. Obsérvese que todas las fy; son acotadas en A. Supongamos que cada fy
es propiamente integrable sobre A. Nétese que, si N > M, entonces 0 < fy; < fv < f y por tanto,

/ fu < / fn, es decir, la funcion M / fur es creciente. Entonces definimos
A

/f—lvlfgnm/fM

si este limite es finito, y en este caso decimos que f es integrable (en sentido impropio) sobre A.

Debe observarse que si f es integrable en A, entonces todas las funciones fy; = min{f, M} son
también integrables sobre A (ver ejercicio 1.10), y de hecho fy; = f para todo M suficientemente
grande, de modo que esta definicién es ciertamente una extension de la definiciéon de funcién inte-
grable.

El teorema siguiente es con frecuencia de mucha utilidad.



54 4. Integrales impropias

Proposicién 4.1 (criterio de comparacion de integrales). Sean A un subconjunto con volumen de
R™ ,y f,g: A — [0,00) dos funciones (posiblemente no acotadas). Supongamos que cada fy es
integrable en A, que f < g, y que g es integrable sobre A. Entonces f es también integrable sobre

Ay
/Afg/Ag-

La prueba de esta proposicién es directa, teniendo en cuenta que la funciéon M — F(M) = / fur
A

es monotona creciente y que, para una tal funcién F, existe el limite ]\}im F(M) siy solo si F esta
—00

acotada superiormente.

El siguiente teorema caracteriza la integrabilidad de una funcién f en un conjunto A, mediante la
convergencia de las integrales de esa funcién sobre una sucesién de conjuntos compactos {K;}jen
que aproximan el conjunto A. Este criterio serd particularmente ttil cuando A sea un abierto de R"
y f:A—[0,00) sea continua, de modo que f serd propiamente integrable sobre cada subconjunto
compacto y con volumen de A.

Teorema 4.1. Sea A un conjunto con volumen, y sea f : A — [0,00) una funcién, posiblemente
no acotada. Sea {Kj}‘;‘;l una sucesion de subconjuntos de A, compactos y con volumen, tales que

K; C Ky paratodo j, y A= U K. Entonces, f es integrable sobre A siy solo si f es integrable
j=1

sobre cada K y el Iimite lim f es finito. Ademads, en este caso,

Jj—ro0 K;
Jr=tm [
A I JK;

En particular, para f = 1, se tiene que
v(A) = lim v(K;).
Jj—o0
Demostracion. Consideremos primero el caso en el que f = 1. En este caso debemos verificar que
para toda sucesion { K j};?’;l de subconjuntos de A, compactos y con volumen, tales que K; C K,

para todo j y A = U K, ocurre que
j=1
v(A) = limv(K;).
Para cada B C R" definimos

A(B) = inf {Z’U(SZ) : {S;} es recubrimiento de B por rectangulos abiertos} :
i=1

No es dificil comprobar (ver ejercicios 2.38 y 2.39) que si B tiene volumen, entonces A(B) = v(B), y

que, si {B;};2, es una sucesién de conjuntos con volumen que son disjuntos dos a dos y B = U B;
i=1
tiene volumen, entonces
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oo

v(B) =) v(By).
Ahora, si {K;}72, es una sucesién de subconju:tlos de A, compactos y con volumen, tales que
K; C Kji1 para todo j, y A = UKj’ definimos By = K;, By = K3\ Kj, y en general, para
Jj = 2,B; = K; \ K;_;. Debiera Sglclaro que {B,} en es una sucesién de conjuntos con volumen

que son disjuntos dos a dos, y que A = U B;. Entonces, por el ejercicio 2.39, se tiene que
i=1

v(A) =) v(By). (4.1)

=1

N
Pero, como para cada N € N se tiene que Ky = U Bj, y los B; son ajenos dos a dos, tenemos que
j=1

v(Ky) = v(Bj). (4.2)

i=1
Entonces, combinando (4.1) y (4.2), obtenemos:
v(A) = lim v(Ky).
N—r00

Ahora ya podemos probar el resultado en su forma mds general. Fijemos una sucesién {K;}72, de

oo
subconjuntos de A, compactos y con volumen, tales que K; C K ; para todo j y A = U K;.

j=1
Supongamos primero que f es integrable (impropia) sobre A. Como cada K tiene volumen y las
funciones fy; son integrables para toda M, entonces las funciones fisxr; son integrables. Como
ademas es fxr;, < fxa, ¥ fxa es integrable por hipétesis, el criterio de comparacién nos dice que

Xk, es integrable, es decir, f es integrable en Kj, y / f< / f, para todo j. Ademas, como la
K; A

oo
sucesion { / f } es mondtona creciente y acotada, existe el limite lim f.
K; =1 I JK;
Reciprocamente, supongamos que cada f es integrable sobre K; y que existe el limite ]lir(r)lo f=1L.
Kj

Para cada M > 0 y cada j € N, la funcién fuyxxk, es integrable por hipétesis, luego su conjunto

de puntos de discontinuidad D(faxk,) tiene medida cero. Como A = U K, debe ser claro que el
i=1

Joa,

conjunto de los puntos de discontinuidad de fy;xa satisface

D(fuxa) C [U D(fMXK]-)] U [U 0K;




56 4. Integrales impropias

y entonces D(fyxa) tiene medida cero (por estar contenido en una unién numerable de conjuntos
de medida cero), lo que significa que cada fy; es propiamente integrable en A. Veamos que f es

integrable sobre A. Esto equivale a probar que la funcién M — / far esta acotada. Fijado un
A

M > 0 arbitrario, por un lado tenemos que

/Kijg/KjfgL. (4.3)

Por otra parte, como v(A) = lim v(Kj), dado € > 0, existe j tal que

V(AN K) = 0(A) — o(K)) < 57,
y por tanto
[ - /fM—/A\K Mo(A\ K;) <
de donde

Ahrfélgm- (4.4)

Combinando (4.3) y (4.4) tenemos que
A

Ahora, haciendo tender € a cero en (4.5), obtenemos que

[ <t

y esto vale para todo M > 0. Por tanto, la funcion M / far estd acotada, f es integrable sobre
A

Ay / f < L. Ademaés, como para todo j se tiene
A

/Kjfé/AféL
Af:L 0

Ejemplo 4.1. Sea A = [0,1] x [0, 1]. Usar el teorema 4.1 para demostrar que la funcion f(x,y) =

y L = lim f, se deduce que
j—o0 K;
(zy)~Y/? es integrable impropia sobre A, y calcular / f.
A

1 1
Solucién. Para j =1,2,..., sea K; = [,—, 1} X [,—, 1] . Cada rectangulo K esta contenido
Jj+1 J+1
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en A, es compacto, tienen volumen, y ademas, K; C K;i; para todo j y A = ﬂ K;. La funcién
j=1
f(x,y) = (zy)~"/? es integrable en cada K, con

/ s s [ e <R )]

Entonces / f = lim f = 4. &
A

j*)OO

Ahora estudiaremos el caso de una funcién f > 0, posiblemente no acotada, definida en un subcon-
junto A no acotado de R".

Para cada r > 0, denotemos por C,. = [—r,r] X ... x [—r,r] el cuadrado que tiene centro el origen y
lados de longitud 2r. Nétese que C, = By (0,7), donde B (0,7) es la bola con centro en el origen
y radio r para la norma del supremo, ||z||s = sup |z;|.

Definicién 4.2. Sean A un subconjunto no acotado de R", y f : A — [0,00) una funcién que
es integrable (quizas impropia) en cada cubo C, de radio r > 0. Diremos que f es integrable (en
sentido impropio) sobre A si existe el limite

lim f = lim f

7—00 c, —00 ANC,

y en este caso se define / f como el valor de dicho limite.
A

El siguiente resultado caracteriza la integrabilidad de una funcién f, mediante la convergencia de
las integrales de f sobre sucesiones de conjuntos con volumen que sean cada vez mas grandes.

Teorema 4.2. Sean A un subconjunto no acotado de R", y f : A — [0,00) una funcién que es
integrable (quizds impropia) en C'N A para todo cubo C' C R™. Sea { By }7, una sucesion cualquiera
de conjuntos acotados y con volumen tales que:

(i) By C Bgy1 para todo k, y
(ii) para todo cubo C, existe k € N tal que C C Bj.

Entonces, f es integrable (impropia) sobre A si y solo si khm f es finito. Ademas, en este
= JANBy,

/Af ~ ANBy 4

Demostraciéon. Supongamos primero que f es integrable. Para cualquier sucesién {Bj}ro, que
satisfaga las condiciones del enunciado, si C, C By C Cy, como f > 0, se tiene que

/cafg/kag/beg/Af' (4.6)

caso,
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Ahora, dado € > 0, como lim / f= / f, existe M > 0 tal que, si 7 > M entonces
o A

r—00

/ f—e< | [ (4.7)
A Cr

Entonces, eligiendo a,b > M y ky € N suficientemente grandes para que C, C By, C C}, combinando

(4.6) y (4.7), tenemos que
Af—a</gkof<[9kf<[4f

para todo k > ky. Esto prueba que existe lim / f= / f.
k— By, A

o0

Reciprocamente, supongamos que klim f es finito para una sucesién { By }72; con las propiedades
—00
By,

del enunciado. Por (i), y puesto que f > 0, es claro que la sucesién f es mondtona creciente.
By

Sea a = klim f. Claramente, f < a para todo k. Pero, por (ii), para cada r > 0 existe un
—oo Jp By

k
indice k tal que C, C By, y por tanto,

/Tfé kaéa-

F(T‘)z/@f

es creciente y estd acotada superiormente por «, y por consiguiente existe lim F(r) = / f; es
A

Asi, la funcion

r—00

decir, f es integrable (impropia) sobre A. [

Ejemplo 4.2. Calcular la integral/ zye~ @) dx dy, donde A = {(z,y) eR?*:2>00<y<1}.
A

En el caso de funciones de una variable, recordemos el criterio de la integral, que establece la
equivalencia entre convergencia de integrales impropias y de series de niimeros reales.

Teorema 4.3. Sea f : [1,00) — [0,00) una funcién decreciente. Entonces la integral impropia

o0 o0
/ f converge si y solo si la serie Z f(n) converge.
1

n=1

Igual que antes, es facil probar un criterio de comparacion para esta definicion mas general de
integral impropia:
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Proposicién 4.2. Sean A un subconjunto no acotado de R", y f,g : A — [0,00) dos funciones
que son integrables (quizéas impropias) sobre cada cubo C' C R". Supongamos que f < g y que g es
integrable (impropia) sobre A. Entonces f es también integrable (impropia) sobre A, y

/Afé/Ag-

Por 1ltimo, consideremos el caso mas general posible de integral impropia: la de una funcién f no
acotada, definida sobre un subconjunto no acotado A de R", y que toma valores tanto positivos
como negativos.

Recordemos que la parte positiva de f es fT = max{f,0} y que f~ = —min{f,0} = max{—f, 0}
es la parte negativa de f; debe ser obvio que f = f* — f~, vy |fl=f"+ f".

Definicién 4.3. Sea A un subconjunto de R™. Se dice que f : A — R es integrable (impropia) si

las funciones ft y f~ son ambas integrables (impropias), y en este caso se define [ f como

-l |

Nétese que, como |f| = T+ 7,y fT <|fl vy f~ <|f|, esto equivale a pedir que |f| sea integrable.
Por eso, a veces también se dice que f es absolutamente integrable.

Para terminar, observaremos que casi todas las propiedades de la integral estudiadas en el capitulo
2.3 se extienden sin dificultad al caso de integrales impropias. Por ejemplo, el teorema 2.3 sigue
siendo cierto en el caso de funciones integrables impropias (se invita al estudiante a justificar esta
afirmacion).

Sin embargo, hay otras propiedades de las funciones propiamente integrables que no se extienden
al caso de integrales impropias; por ejemplo, el producto de funciones propiamente integrables es
integrable, pero no es asi cuando se habla de integrales impropias (ver el ejercicio 4.14).

Ejercicios

4.1. Sea A =[0,1] x [0,1] C R?. Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones sobre A, calculando
/ f cuando sea posible.
A

1
) 1) =
(b) f(,y) = ——

|z — y|
(¢) flo,y) = 1Y

22 + 2y + y?
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4.2. Estudiar la convergencia de la siguiente integral impropia

/xdmdy
AY

donde A es la region del plano acotada por x = 1,x =y, z = 2y.
4.3. Sea A una regién no acotada del plano que puede describirse como
A={(z,y) € R*:a <z < o0, p(x) <y < ()},

donde ¢, : [a,00) — R son funciones continuas tales que ¢ < 1. Sea f una funcién continua y no negativa
sobre A. Utilizar el teorema de Fubini y los resultados de este Capitulo para probar que

/A f(2,y) du dy = / h /@ f:)f@,y) dy d.

Formular enunciados andlogos para otro tipo de regiones no acotadas del plano R? y del espacio R3.

4.4. Calcular la integral / xye*(xzﬂf) dz dy, donde A = {(z,y) € R*: 2 >0,0<y < 1}.
A

4.5. Usar el ejercicio 4.3 para integrar e *Y de dos maneras sobre la region {z > 0,1 < y < 2}. Concluir

que
oo —x _ 2z
/ ¢ —° dr =1In2.
0 X

4.6. Probar que la integral / e Y gy dy converge.
R2

4.7. Sea A un abierto con volumen de R". Probar que existe una sucesion { K;}72, de conjuntos compactos

o0
con volumen, tales que K; C K; 1 para todo j, y A = U K;.
=1
Sugerencia: los K; pueden ser uniones finitas de cubos cada vez mds pequenios y mas numerosos.

o0
4.8. Probar que / 2P dx converge si p < —1 y diverge si p > —1.
1
1
4.9. Por el contrario, / 2P dx converge si p > —1 y diverge si p < —1.
0
o0 1
4.10. Demostrar que / 2Pe™" dx converge para todo p € R, y / zPe™" dx converge si p < —1.
1 0
1
4.11. Sin embargo, / 2Pe'/* dy diverge para todo p € R.
0

1 00
dx
4.12. Probar que / In x dx converge, mientras que / o diverge.
0 1 nr
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4.13. Reformular y demostrar el teorema 2.3 para el caso de integrales impropias.

1 1 1
4.14. Sean f(x) = g(z) = 1/+/z . Probar que / f y/ g convergen, y sin embargo, / fg diverge.
0 0 0

4.15. Establecer por qué las siguientes integrales son impropias y determinar si son convergentes o diver-
gentes. Calcular el valor de las que se pueda.

Y Y A
(d) /lelnxdx (c) /Oooe_””dm (t) /Ow\/%d:r
O e w [ a0 S
O crar [ (U/OOOde

o [ e o [ e o[ e
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Capitulo 5

El teorema del cambio de variables

En una variable, la técnica de integracién por sustitucion se presenta en la férmula

b $(b)
[ remwa= [ s

Se supone que f es continua en I = [a,b] y que ¢ : I — J = ¢(I) es diferenciable con derivada
integrable. Esta puede verse como una férmula de cambio de variable, en la que u = ¢(t) es el
cambio de la variable ¢ a la variable u. En factor ¢/(t) que aparece en la integral de la izquierda
puede verse como una relacién entre los cambios de longitudes en la variable ¢ y la variable u.

La teoria de integracion en varias variables tiene muchos aspectos en comin con la teoria de inte-
gracion en una variable. En muchos casos, las demostraciones son casi idénticas. Sin embargo, hay
algunas diferencias fundamentales. Por ejemplo, en una variable la integral se define y se calcula
sobre un intervalo, pero en varias variables la regién de integracion puede tener una estructura muy
complicada. En varias variables juega un papel importante el tamano de la frontera de la regién de
integracion, pero esa cuestion no es relevante en integracion en una variable. En una variable, la
férmula para el cambio de variables en integracion es muy sencilla y se demuestra casi directamente,
aplicando la regla de la cadena y el teorema fundamental del calculo. Pero la férmula para el cambio
de variables en varias variables es mucho més elaborada; involucra al determinante de la diferencial
del cambio de variables y su demostracién es necesariamente extensa y técnicamente complicada.

Enunciaremos enseguida el teorema de integracion por sustitucion.

Teorema 5.1. (Cambio de variables) Sea A un conjunto compacto con volumen contenido en un
subconjunto abierto U C R". Sea ¢ : U — R" una funcién suave, inyectiva, tal que ¢' es no
singular en A y sea f : R"™ — R, acotada en ¢(A) y continua en ¢(A), excepto, posiblemente, en un
subconjunto E C ¢(A) con volumen cero. Entonces ¢(A) es una region con volumen, f es integrable
en ¢(A), f o ¢ es integrable en A 'y

/ F(w) dou) = / (f 0 9)(@)] det ¢'(z)] do(x). (5.1)
#(A) A
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Observacion 5.1. Si denotamos ¢ = (¢1,...,¢n); Y1 = 01(X), ..., Yn = On(T), ¥y

(b,(l’) _ a(gla s 7gn)

Ty, ..., x)
entonces la conclusion del teorema puede escribirse asi:
op1,...,0n
B(A) A (T1,- 005 Tn)
Ty Yn
A é \

/\\ / R

€ Y1
R Ry

Figura 5.1: Representacién diagramatica del cambio de variables

La justificacion intuitiva del teorema 5.1 es bastante sencilla. Sea S un rectdangulo muy pequeno
contenido en A. Entonces, como ¢ es un difeomorfismo, g¢ es aproximadamente una aplicacion
afin en las proximidades de S, y ¢(S) es aproximadamente un paralelepipedo. Si ¢ fuera realmente
afin sobre S, el volumen de ¢(S) serfa |det ¢|v(S). Como la aplicacién y — g(z) + ¢'(x)(y — z)
aproxima bien a ¢ cerca de z y es una aplicacién afin, tendriamos que el volumen de ¢(S) seria
aproximadamente igual a |det ¢'|v(S), es decir, haciendo S cada vez mds pequetio, tendriamos que
estas cantidades infinitesimales coinciden:

f(¢(x))|det ¢/ (z)| dz = f(y) dy,
luego, sumando todas estas cantidades infinitesimales (es decir, integrando), obtendriamos el resul-

tado:

/ fo@)|det(2)[dz = [ f(y)dy.
A #(A)

Antes de analizar la demostracion del teorema 5.1 expondremos un par de ejemplos.

Ejemplo 5.1. Usando el teorema del cambio de variables, hallar el volumen del paralelepipedo
generado por los vectores v, = (1,1,1), 7, = (2,3,1), y #5 = (0,1,1) en R?.

Solucién. Sea B el paralelepipedo en Ri generado por U1, Uy v U3, v sea A el paralelepipedo en
R? generado por los vectores €, = (1,0,0),é = (0,1,0) y & = (0,0,1). La transformacién lineal

¢: A— B = ¢(A)dada por ¢(7) = A7 donde A = es obviamente un difeormorfismo C*

— =
_ W N
— = O
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con | det ¢/ (¥)| = 2 para toda Z. El volumen de B es / 1dy = /// 1dy; dys dys. Como f(y) =
entonces (f o ¢)(Z) = f(g(Z)) = 1y, por la férmula (5.2) tenemos

1
///1dy1dy2dy3 ///1-2dac1dx2dx3—2/// daq dae das = 2. &
A o Jo Jo

1yl
Ejemplo 5.2. Usando el cambio de variables © = u + v,y = u — v, calcular / / (x +y) dzr dy.
0 Jy

Solucién. La integral que se pide calcular se puede escribir como / / f(z,y)dzdy donde f(z,y) =
B
x+yy Beslaregion en el plano B = {(z,y) : 0 <y < l,y<x <1}

Figura 5.2: La regién B del ejemplo 5.2

Con el cambio de variable sugerido construimos el mapeo ¢ : ]R ) R(z Y

(b/(u?U) = (2(u,v),y(u,v)) = (u+v,u —v)

y encontramos que la regién A es el tridngulo en el plano u,v con vértices (0,0) = ¢~ *(0,0),
d(z,y) 1 1
.| -1 , ’ ) o _
(1/2,1/2) = ¢=*(1,0) y (1,0) = ¢ (1,1). Ademads ¢’ = A v) det 1 1)~ 2
v y 1,1)
(1/2,1/2) g
B
A
u > T
1 | 1

Figura 5.3: La regién A, en las variables u, v

Entonces, por (5.2) encontramos

[ernaray = [ @ +yw) ;ggy;

—2u
1/2 —u+1
= / /udvdu+/ / uwdvdu :—. &
1/2

dudv —4/ uwdu dov
A
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Ejemplo 5.3. Calcular // fdxdy donde f(x,y) = x+ 1y y B es el rectangulo en el plano con
A
vértices (0,1), (1,0), (3,4) y (4,3).

Solucion. La integral se puede calcular de varias maneras.

Una es la siguiente. Primero, usando el mapeo Fi(z,y) = (z — 1,y), desplazamos el rectdngulo
B una unidad hacia la izquierda para obtener la regién Bj; luego, usando el mapeo Fy(x,y) =

((cosO)z — (sen )y, (sen )z + (cosh)y) = (x\/—gy, x\j—gy) ,

0 = m/4 en sentido positivo para obtener la regién A.

(3,4) (2,4) 3V7
(4,3) (3,3)
A
11

—VZ
Flgura 5.4: Cambio de variables para el ejemplo 5.3

rotamos el rectangulo By un angulo de

Entonces el mapeo ¢ : A — B que debemos usar en la férmula (5.2) es
¢p=(FaoF) ' =F1'oF
riy iy
V2 V2

u+v —u—i—v)_(u—i—v —u 4 v

O(u,v) = FH(Fy H(u,0)) = Fi (T7T +1

Como Fy ' (z,y) = (v +1,y)y B, ' = ( ) , Obtenemos

7 o ) = (z(u,v),y(u,v)).

Como (f o ¢)(u,v) = V2v + 1y |¢(u,v)| =1, usando (5.2) encontramos que

3v2'
//x+y dedy = / fv—kl dudv—/ fv—i—l dvdu

Q) 3v2'
= / du (V204 1)dv = 24.
_\/f 0

En la igualdad (@) se ha usado el teorema de Fubini.

Otra manera de calcular la integral es usar directamente el corolario 3.1 (p. 45). Para esto necesi-
tamos las ecuaciones de las rectas que delimitan el rectangulo B.

Encontramos, usando la férmula (3.1) (p. 45), que

//B(a:er)d:Cdy _ /01 (/_:<x+y)dy) dx+/13(/:1(x+y)dy) A
—i—/:(/z_j”(x—i—y)dy)dx:%. o
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(3,4)

y=—x+7
(4,3)

Figura 5.5: Limites de la regiéon B

5.1 Demostracion de la formula del cambio de variables

Como advertimos al principio de este capitulo, la demostracién del teorema 5.1 es extensa. Esto
hace que sea conveniente avanzar por etapas, que presentaremos como lemas.

En la primera etapa consideramos la version mas elemental del teorema, que corresponde al caso
en el que ¢ es lineal, f =1y A es un conjunto con volumen. Como podra verse, atin en este caso
la demostracion no es inmediata. El resultado se presenta en el lema 5.4.

En los cursos elementales de algebra lineal, al estudiar el método de elimiancién gaussiana, se
introducen tres operaciones, llamadas elementales, entre las filas de una matriz: a) intercambiar
dos filas, b) multiplicar una fila por un nimero distinto de cero y ¢) sumar una fila con otra.

Una matriz se llama elemental si es el resultado de aplicar una de las operaciones elementales sobre
las filas en una matriz identidad.

Denotaremos con
E;; a la matriz que se obtiene al intercambiar las filas i y j,
T;(a) a la matriz que se obtiene al multiplicar la i-ésima fila por a # 0 y con

S;; a la matriz que se obtiene al sumar la j-ésima fila a la i-ésima fila; es decir, S;; se obtiene
agregando un 1 en la posicion ij de la matriz identidad.

El determinante de las matrices elementales se calcula con toda facilidad.

Lema 5.1. Para cada i y para cada j # i, det E;; =1, det S; ; = 1 y det T;(a) = a.

Notese que la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental o un producto de matrices
elementales.

Si A es una matriz cuadrada de tamano n, E;;A es el resultado de intercambiar las filas ¢ y j de
A, dejando sin cambio las demas filas; S;;A es el resultado de remplazar la i-ésima fila de A por la
suma de las filas i y j, dejando todas las demés filas (excepto la i-ésima) sin cambio; y T;(a)A es el
resultado de multiplicar la i-ésima fila de A por a, dejando las demés filas sin cambio.
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Lema 5.2. Toda matriz A de tamano n X n, no singular, es el producto de matrices de la forma
Eij, Sij, Ti(a).

Demostracion. El proceso de eliminacion gaussiana de la matriz A consiste en multiplicar de manera
sucesiva la matriz A por la izquierda por matrices elementales hasta que se obtiene una matriz en
forma escalonada reducida. Si la matriz A es no singular, esta matriz escalonada reducida es
precisamente la matriz identidad. De manera que para una matriz no singular A, de tamano n x n,
existe una matriz B que es el producto de matrices elementales y que satisface BA = I. Entonces
A'=B. O

Observacién 5.2. Como el determinante es multiplicativo (det(AB) = det Adet B para cua-
lesquiera matrices A y B de tamano n X n) se sigue que el determinante de una matriz no singular
es el producto de los factores de escala a de las matrices T;(a) que aparecen en la factorizacion como
producto de matrices elementales.

Sea A un conjunto con volumen. Algunas transformaciones lineales no modifican el volumen de
A. Una transformacion lineal que transforma rectangulos en rectangulos con el mismo volumen no
cambia el volumen de A. La transformacién lineal asociada con la matriz elemental F;; tiene esta
propiedad. Una matriz S;; también preserva el volumen de A, aunque esta afirmacién requiere ser
demostrada.

Lema 5.3. Sea A un conjunto con volumen. Entonces v(S;;A) = v(A).

Demostracion. Si A = [a,b] X [c,d] es un rectdngulo en R? la afirmacién del teorema es directa.
S12A es un paralelogramos con vértices (a + ¢, ¢), (b+¢,¢), (b+d,d) y (a + d,d). La longitud de
la base de este paralelogramo es (b+ ¢) — (a +¢) = b — a y la altura es d — c. Entonces su area es
(b —a)(d — ¢), que es la misma que la de A.

Si A es un rectangulo en R" con n > 2, entonces A es de la forma A = S x T donde S es un
rectangulo en R? y T es un rectangulo en R" 2. La matriz S en R” transforma S x T en P x T
donde, por el caso particular anterior, P es un paralelogramo con area igual que la de S. Entonces
Spo transforma A en un conjunto con el mismo volumen que A. Dado que para cualesquiera ¢ # j
S;; es la composicién de Si con algunas matrices Ejy,, se concluye que transforma el conjunto A en
un conjunto con el mismo volumen.

En el caso general, sean A un conjunto con volumen, R un rectangulo que contiene a A y P una
particién de R. Sean Ry, Ry, ..., Ry los subrectangulos de R determinados por la particién P.

Sean
E = U{RkRkCA},
F o= [ J{R: RenA#0},

Entonces U(xa, P) = v(F) y L(xa, P) = v(EF). Como A es conjunto con volumen, dado ¢ > 0,
existe una particién P tal que v(F') — v(FE) < €. Por su puesto, independientemente de la particiéon
P, se tiene

v(E) <v(A) <o(F). (5.3)
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Nétese que S;; F es la unién de aquellos S;; Ry, que satisfacen RN A # ), y cualesquiera dos de estos
conjuntos o son ajenos o se intersectan en un conjunto de volumen cero. Como v(S;;Ry) = v(Ry),
concluimos que

U(SZJF) = ’U(F)

Con un argumento similar se demuestra que
’U(S”E) = U(E)

Por tanto,

v(E) =v(S;F) < / X5, A é/RXSijA < (S, F) =v(F). (5.4)

R

Como v(F) — v(E) < ¢, se concluye que

/XSZ-]-A - /XSUA <E.
R JR

Como € es arbitrario se sigue que / XSi;A = / Xs;;A- Esto prueba que Sj;A es un conjunto con
R Jr
volumen. De (5.3) y de (5.4) se sigue que v(S;;4) = v(A). O

Lema 5.4. Si L : R" — R" es una transformacion lineal y A es un conjunto con volumen, entonces
L(A) es una region con volumen y v(L(A)) = |det L|v(A), donde det L denota el determinante de
la matriz asociada a L.

Demostracion. Notemos primero que si el teorema es vélido para las transformaciones lineales Ly y
L, entonces es valido para la composicion Lq o Lo, pues

v((Ly o Ly)(A)) = |det Li|v(Lo(A))
= |det Ly||det Lo|v(A) = | det Ly Ly|v(A).

Las matrices elementales F;; y S;; no afectan el volumen, pues tienen determinante +1. Entonces,
la conclusion del teorema es valida para estas transformaciones.

Una matriz T;(a) transforma un rectdngulo en un recténgulo con lados de la misma longitud, excepto
por el i-ésimo lado, cuya longitud se multiplica por |a|. Asi que cada rectangulo es transformado en
un rectangulo, cuyo volumen es |a| veces el volumen original. Asi que T;(a) transforma un conjunto
con volumen en un conjunto, cuyo volumen es |a| veces el volumen del rectdngulo original. Como
a = det T;(a), el teorema es vélido para transformaciones T;(a).

Como cada matriz n x n singular es el producto de matrices E;;, Si; y Ti(a), el teorema es valido
para transformaciones lineales de R™ a R".
Si L es singular, entonces su determinante es cero. En este caso L(A) esta contenido en un subespacio

de R™ de dimensién estrictamente menor que n. Luego, L(A) tiene volumen cero y la igualdad
v(L(A)) = | det L|v(A) es trivialmente cierta. O
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Lema 5.5. Sea U C R" un conjunto abierto y sea ¢ : U — R™ una funcidn inyectiva de clase C*.
Supongamos que ¢'(x) es no singular para cada v € U. Si R es un rectdngulo con volumen cero
contenido en U, entonces ¢p(R) es un conjunto con volumen cero en R".

Demostracion. Como R tiene volumen cero, entonces R es un rectangulo de dimension a lo mas
n — 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que esté contenido en R" ™! = {(21, o, ..., 2,) :
x, = 0}. Sea a € R. Demostraremos primero que existe una vecindad de b = ¢(a) cuya interseccién
con ¢(R) tiene volumen cero. Si es posible hacer esto para cada a € R, entonces como ¢(R) es
compacto, podremos cubrir ¢(R) con una cantidad finita de conjuntos abiertos, cuyas intersecciones
con ¢(R) tienen volumen cero. Se concluira de aqui que ¢(R) tiene volumen cero.

Como las translaciones no modifican el volumen podemos suponer que tanto a como b = ¢(a) son
cero (es decir, el origen de coordendas). También, como al aplicar una transformacién lineal no
singular a un conjunto con volumen cero se obtiene un conjunto de volumen cero, podemos sustituir
¢ por (¢'(0))*¢. Es decir, sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢'(0) = I.

Si¢ = (¢1,...,0n) y sirepresentamos los puntos de R™ con (z,y) donde x € R" ' y y € R, entonces
definimos g : U NR™™ ' — R"! mediante

g(x) = (¢1(x,0),...,0n_1(x,0)).

00 = (L),

por lo que ¢'(0) es la transformacién identidad. El teorema de la funcién inversa implica que
existen vecindades V y W de 0 € R"™!, tales que g : V — W es sobreyectiva y tiene inversa suave
g~ ' : W — V. Entonces

Entonces

#(g7(0),0) = (z, ¢, 09 (2)), €W

Esto significa que la parte de ¢(R), que consiste de aquellos puntos cuya primera coordenada estd
en W es la grifica de la funcién suave ¢, o g~. Por el ejemplo 2.2 (p. 25), concluimos que tiene
volumen cero. O

Lema 5.6. Supongamos que ¢ : U — R satiface las hipotesis del lema 5.5. Si R es un rectangulo
en U, entonces ¢(R) es un conjunto con volumen.

Demostracion. Si R es un rectangulo en U, entonces su frontera es la union de una cantidad finita
de rectagulos de dimension n — 1. La imagen bajo ¢ de cada uno de estos rectangulos tiene volumen
cero, por el lema 5.5. Por tanto, ¢(OR) tiene volumen cero. Si probamos que d¢(R) = ¢(OR),
habremos probado el teorema.

La imagen de ¢ es un conjunto abierto V' 'y ¢ : U — V es biyectiva. Entonces ¢ tiene una inversa
¢!V = U que, por el teorema de la funcién inversa, es suave. En particular, es continua. Como
¢y ¢! son continuas, un subconjunto A C U es abierto si y solo si su imagen ¢(A) C V es abierto.
Se sigue que ¢ transforma el interior de R en el interior de ¢(R) y, por tanto, la frontera de R en
la frontera de ¢(R). O
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diam(R)
la longitud del lado més corto de R y diam(R) es el didmetro de R (es decir, la mayor distancia
posible entre dos puntos de R).

Sea R un rectangulo en R". Llamaremos razon de aspecto de R al niimero , donde /;, es

Lema 5.7. Sean U abierto en R" y ¢ : U — R"™ un mapeo suave e inyectivo. Supongamos que
¢'(a) es no singular y que |¢'(a)] < K para alguna K > 0 y para toda a € U. Entonces, dado & > 0
existe § > 0 tal que si R es un rectdangulo en U con diam(R) < 0 y razén de aspecto al menos A,
entonces [v(¢(R)) —v(¢' (a)R)| < ev(R), donde a es el centro del recténgulo R.

Demostraciéon. Sea R un rectangulo en U con diam(R) < J, que serd determinado mas adelante,
y razén de aspecto p = A. Nétese que, por el lema 5.6, ¢(R) es un conjunto con volumen. Como
una translacién no afecta el volumen, podemos suponer que el centro de R es 0 y que ¢(0) = 0. Por
hipétesis,

|det ¢'(0)] < K. (5.5)

Si 0 < p < 1, entonces denotaremos con (1 + p)R al rectangulo que se obtiene expandiendo cada
uno de los lados del rectangulo R de manera simétrica, con respecto al centro por un factor (1+ p).
De manera similar construimos el rectdngulo (1 — p)R. Nétese que

(I1-p)RCRC(1+p)R,

y, como ¢'(0) es lineal
(1=p)¢'(0)R C ¢'(0)R C (1+p)¢(0).

Entonces, tenemos que

v((1=p)¢'(0)R)
(T4 p)" = (1= p)")o(¢'(0)R)
(

1= p)")|¢'(0)|v(R)
2on(1+ p)" "¢/ (0)|v(R)

n2"pKv(R). (5.6)

v((1+p)¢'(0)R)

o~~~

(I+p)"—

NN® A (IE |

En @ se ha usado el lema 5.4 (p. 71); en @ se ha usado la desigualdad (1 + p)” — (1 — p)" <
2nz(1 + x)" !, que se puede probar por induccién; y en @ se ha usado (5.5) (y el hecho de que

14+ p < 2). Siescogemos
€

P oK

entonces, de (5.6) se sigue que

v((1+p)@'(0)R) — v((1 = p)¢(0)R) < ev(R).
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La prueba estard completa si podemos probar que, para ¢ suficientemente pequeno, cualquier
rectangulo R que contenga al origen y que satisfaga diam(R) < §, satisface

(1= p)d(0)R C ¢(R) C (1+p)¢'(0)R, (5.7)
pues estas contenciones se siguen satisfaciendo si se sustituye ¢(R) por ¢'(0)R

Si x # 0 es cualquier vector en R", entonces

2] = [(¢/(0)) "¢/ (0)2] < [(¢/(0))~[|¢'(0)|.

Ast, [¢/(0)z| = [(¢'(0)) ! !|z|. Esto implica que si L es cualquier segmento de recta en R"™, entonces,
la longitud del segmento de recta ¢'(0)L es por lo menos la longitud del segmentol multiplicada
por el factor A = 1/|(¢/(0))7"|. Se sigue que la distancia de ¢'(0)R al complemento de (1+ p)¢’(0)R
es por lo menos Apr, donde r es la mitad de la longitud del lado méas corto de R. Por definicién de
la diferencial ¢'(0), podemos escoger ¢ tal que si |z| < J y z € R, se tiene

|p(z) — ¢'(0)z| < ApAlz| < Apr.

Esto implica que ¢(z) € (1 + p)¢’(0)R. Con un argumento similar se demuestra que, con § tomado
como antes y x € R, se tiene (1—p)¢'(0)z € ¢(R). Por tanto, (5.7) se satisface si diamR < . O

Lema 5.8. Sea U un subconjunto abierto en R" y ¢ : U — R" una transformacion inyectiva con
¢’ no singular en U. Sea R un rectangulo en U y f una funcién continua en ¢(R). Entonces

/f ) do(u /f 2)] dv(z).

Demostraciéon. Para cada subrectangulo S de R hagamos
AS) = [ — [ feeliadwla, Q) -
¢

Probaremos que Q(R) = 0, lo que implicard que A(R) = 0, que es precisamente la conclusién del
lema.

Sean h = diam(R) y Ry = R. Construiremos, de manera inductiva, una sucesion {R;}32, de
h
subrectangulos de R, anidados de manera tal que diam(R;) = %Y |Q(R;)| = |Q(R)].

Supongamos que ya hemos construido los subrectdngulos Ry, ..., R, vy que R, = [a1,bi] X -+ X
[a,, b,]. Diremos cémo construir R, ;. Primero partimos cada intervalo [ay, b;] en dos subintervalos
de la misma longitud, induciendo asi una particién de R,, que contiene 2" subintervalos, cada uno

de los cuales tiene diametro h/2""! pues, por hipétesis, diam(R,,) = h/2™. Sea {Si,..., Sy} una
N

lista de estos subrectangulos de R,,. Entonces R, = U S;y
j=1
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Ahora, para al menos uno de los subrectangulos S; debe ocurrir que |Q(S;)| = |Q(R.,)|, pues si
|Q(S;)| < |Q(Swm)| para todo j, entonces

A(Rm) = 3 Q(S5)v(S5) < 3 Q(Rn)v(S;) = QRm)v(Rm) = AFm),

lo que es imposible. Asi que |Q(S;)| = |Q(R,,)| para, al menos, un j. Entonces escojemos R, ;1
como uno de los subrectangulos S; que satisfaga esta desigualdad. Repitiendo este procedimiento,
es posible construir una sucesion { Ry, Ry, ...} de subrectangulos con las propiedades descritas.

Como {R;}72, es una sucesién de rectdngulos compactos anidados, tiene intersecciéon no vacfa. Sea

oo
a € ﬂ R;. Como ¢ es suave, existe una vecindad V' de a tal que |det ¢'(x)| < K para alguna
§=0
constante positiva K y para todo x € V. Si X es la razén de aspecto de R, entonces la razén de
aspecto de cada rectangulo R; es A. Por el lema 5.7 existe un 6 > 0 tal que para cada rectdngulo R
en V con razon de aspecto al menos A y didmetro menor que ¢ se satisface

[v(¢(R)) —v(¢'(D)R)| < ev(R),

donde b es el centro de R. Estas condiciones se satisfardn para todo R; C Bs(a). Denotemos con a;
el centro de R;. Si escogemos 0 tal que para todos z,y € Bs(a) se satisfaga

() - fe) <y 'f(¢>(w))|¢’(w)\ - f(d)(y))!cb’(y)!‘ <

entonces

NGO [ faee = [ oo )

N

/ f(fb(aj))dv(U)—/ f((a;))|¢'(a;)| dv(x)
?(R;) R;

\

+ /¢ o 0 = flotaant

+ [ 0o @) - fota))oe)
< 1F@aDIlo(@(R) — v(@ (a)Ry)| + c(d(Ry) + o (Ry).

Como [u($(R;)) — v(é!(a;)By)| < 20(Ry) ¥ v(@(Ry)) = |det d(ay)|u(Ry), se sigue que

du(x)

AR < co(Ry) (If(cb(aj))l T detd!(a)] + ¢ + 1).

Como ¢ es arbitrario y ¢(a;) — ¢(a) v ¢'(a;) = ¢'(a) cuando j — oo, se sigue que Q(R;) =
A(R;)/v(R;) puede hacerse tan pequefio como se quiera, tomando j suficientemente grande. Como
Q(R) < Q(R;) para todo j =0,1,2,..., concluimos que Q(R) = 0. .



76 5. El teorema del cambio de variables

Observacion 5.3. Si tomamos f(u) = 1 para toda u € U en el lema 5.8 se tiene que

v($(R)) = / 1¢(2)] dolz).

Y si suponemos, ademds, que M = sup|¢'(z)| y que m = in£|gz$’(:c)|, entonces, por el teorema
z€R z€
1.3(iii) (p. 18), se tiene que

Observacién 5.4. De la observacion hecha en 5.3 se sigue que si ¢ : U — R" es una funcién
inyectiva con ¢' no singular en U y si K C U es compacto y v(K) = 0, entonces v(¢(K)) = 0.

Ahora podemos probar la formula general para el cambio de variables.

Demostracién del teorema 5.1 (p. 65). Sea V = ¢(U). Por el teorema de la funcién inversa, V'
es abiertoy ¢! : V — U es suave con ¢’ no singular. Como A es un conjunto con volumen, se sigue
que A es un conjunto con volumen cero. Como ¢ y ¢~ ' son continuas, d¢(A) = ¢(0A). Entonces
J(pA) es también un conjunto con volumen cero (por la observacién 5.4) y, por tanto, ¢(A) es un
conjunto con volumen. Podemos extender f de manera que tome el valor 0 en (¢(A))° en V, y
seguird siendo una funcién continua, excepto en un conjunto de volumen cero. Por el corolario 2.2
(p. 37) f es integrable en ¢(A).

Sea K la cerradura de d¢(A) U E. Entonces f, extendida a cero en ¢(A)°, es continua en K°. Como
v(K) = 0, de la observacién 5.4 se concluye que v(¢ ' (K)) = 0. Como f o ¢ es continua en U,
excepto en los puntos de ¢ (K), se sigue que f o ¢ es integrable en A.

Sea £ > 0. Sea R un rectangulo que contenga a A y sea P una particion de R. Sea Ry, Rs,..., Ry
la lista de subrectangulos de P que estan contenidos en U. Si P es suficientemente fina, entonces
N

ocurrira que A C U R;. Ademas, la particién P puede escogerse lo suficientemente fina como para

7j=1
que si S ={j: R;N K = 0}, entonces

> u(R;) <e.

jes

Si KN R; =0, entonces AN R; = 0 o R; es un rectdngulo contenido en el interior de Ay f es
continua en ¢(R). En el segundo caso tenemos

oy 10000 = [ oo
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Como f es cero en ¢(A)¢, tenemos
[ /f )l det ¢/(@)] du()
é(A)

|2 ( [, st = [ sewiamiam )
2 (L,

_ 0= [ o)l s o))

( dv(u /MKdv )

(Mv(¢(R )) + MKv(R; )

2MKe,

53
j€eSs
D>

jes

donde M = sup{|f(¢(z))|,x € A} y K = sup{|det ¢'(z)|,z € A}. Como £ > 0 es arbitrario, se
deduce de aqui la igualdad (5.1) (p. 65) del teorema de cambio de variable. O

Un corolario inmediato, que se obtiene al tomar f(z) = 1 para toda = € U, es el siguiente.

Corolario 5.1. Sea U C R" un conjunto con volumen y sea ¢ : U — R" una funcién que satisface
las hipétesis del teorema 5.1 (p. 65). Entonces

- / 1¢/(2)] do(a)
U

Hay algunos cambios de variable que son particularmente utiles en multitud de situaciones practicas
y que por ello merecen una atencién especial. Los cambios a coordenadas polares, esféricas o
cilindricas son algunos de los méas empleados.

5.2 Coordenadas polares

Sea ¢ : R? — R? la aplicacién definida por
¢(r,0) = (rcosf,rsend). (5.8)

Aunque ¢ es diferenciable de clase C*°, no es inyectiva en todo R?. Sin embargo, si la restringimos
al abierto U = {(r,0) : r > 0,0 < § < 27}, entonces si que es inyectiva, y su jacobiano es

cosf —rsenf
senf rcosb

det ¢'(r,0) = ‘ (

)‘ =rcos’f+rsend=r>0

en todo este conjunto U; luego, por el teorema de la funcién inversa, ¢ : U — ¢(U) es un difeo-
morfismo de clase C*°; se comprueba inmediatamente que ¢(U) = R*\ ([0,00) x {0}). Es decir,
¢ transforma difeomorficamente la banda abierta U sobre todo el plano, excepto los puntos de la
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recta y = 0 con coordenada z positiva. Como dichos puntos forman un subconjunto de medida cero
de R?, estos puntos no afectan al valor de las integrales a las que se aplique el cambio de variables
¢ (ver el teorema 5.1, p. 65) y, para el de cdlculo de integrales, podemos proceder como si ¢ fuera
una biyeccién definida de la banda cerrada U = {(r,6) : 7 > 0,0 < 6 < 27}, sobre todo el plano R?.
De esta manera, si B es cualquier subconjunto con volumen de R? y A = ¢ !(B), al aplicar el
teorema del cambio de variables a la transformacién g (y teniendo en cuenta las observaciones
anteriores), se obtiene la siguiente férmula:

/f(x,y)dxdy:/f(rcos@,rsen&)rdrd@. (5.9)
B A

Ejemplo 5.4. Sea B = {(v,y) € R* : 2° + y* < 1}. Aplicar el cambio de variables a coordenadas
polares x = rcosf, y = rsen6 para hallar

/ e~V dy dy.
B

Solucidén. La region A que es transformada por ¢ en el circulo unitario B es A = {(r,6) € [0, 1] x
[0, 27]}-
\ O \Y
2T )
_ /
A >
1
U/ ;

1

Figura 5.6: La region de integracién A para el ejemplo 5.4

—x2

Como f(z,y) =e ¥, f(rcosf,rsenf) = e"; entonces, usando la férmula (5.9), obtenemos

1 2 1
/ e~V dyp dy = / e rdrdf = / / e rdrd = (1 — —) . %
B A 0 0 €

Ejemplo 5.5. Calcu]ar/ CEYDE dx dy donde B = {(z,y) : 2> +vy*> < 1} n{(z,y) : v +y > 1}.
B \r=TY

Solucién. En la figura 5.7(a) se muestra la regién B. Para cada 6 € [0,7/2], el radio r va del
punto P al punto ). Como el punto P esta sobre la recta z + y = 1, entonces las coordenadas

de P satisfacen rcosf + rsenf) = 1, por lo que r = ————  En @ r = 1. La regiéon A
cosf + senf

en el plano (r,0), que es enviada a la regién A mediante la transformacién (5.8), es, por tanto,
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cosf + senf’ 2

1 1
/B—($2+y2)2 dedy = /A—( 2)27”d7‘d€

r

/2 1 1
:/0 / T dr 49

2

1
A= {(r, 0) € [— 1} X [0, q } . Aplicando (5.9) encontramos que

cos O+ sen 6

T/ 1 1
- / / —dr | d6
0 1T

cos O+ sen O

w/2
= / cosf@senfdf
0

1
SR

>
<

Figura 5.7: La region de integracién para el ejemplo 5.5

5.3 Coordenadas esféricas

Sea ahora ¢ : R* — R? la aplicacién definida por
o(r, ¢, 0) = (rsencosf, rsenpsend,rcosp). (5.10)

Como sucedia en el caso de las coordenadas polares, ¢ es suave, pero no es inyectiva en todo R*. No
obstante, restringiéndola al abierto U = {(r,¢,0) : 7 > 0,0 < 8 < 27,0 < ¢ < 7}, ¢ si es inyectiva,

senpcosf rcospcosf —rsenpsend
det @' (r,,0) = || senpsend rcospsend rsencosd =r?senp > 0
cos —rsen 0

en cada (1, ¢, 0) € U, luego, por el teorema de la funcién inversa, ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo.
Se ve facilmente que ¢(U) = R*\{(z,y, 2) : y = 0,2 > 0}. Es decir, ¢ transforma difeomérficamente
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la banda abierta U sobre todo el espacio R?, excepto los puntos del plano y = 0 con coordenada x
positiva. Pero dichos puntos forman un subconjunto de medida cero de R?, luego estos puntos no
afectan al valor de las integrales a las que se aplique el cambio de variables ¢ y, como en el caso
de las coordenadas polares, para calcular integrales podemos hacer como si ¢ fuera una biyeccién
definida de B = {(r,¢,0) : 7 > 0,0 < 6 < 27,0 < ¢ < 7} sobre todo R®. En este caso, si B
es cualquier subconjunto con volumen de R3, y A = ¢~ '(B), aplicando el teorema del cambio de
variables a g, obtenemos la siguiente férmula:

/f(a:,y,z)da:dydz:/f(rcos@sengo,rsen@sengp,rcosgp)rQSengodrdcpdG. (5.11)
B A

Ejemplo 5.6. Sea B la bola unidad de R*. Calcular las integrales

(a) / dx dy dz | (b) / e(x2+y2+z2)3/2 dr dy dz
B2+ a2 +y?+ 22 B

1
2ttt 2

Solucién. (a) Como f(z,y, z) ., obtenemos que

1
V22

Como B es la esfera unidad (completa), entonces A = {(r,0,0) : 0 <r < 1,0 < p < 7,0 < 6 < 27}.
Entonces, usando (5.11) encontramos

f(rcos@senp,rsenfsenp,rcosy) =

drdydz _ / r?sen ¢
B2+ +y?+22 AV2+1?

1 T 21 7"2SGHQ0
= ———drdepdf
L] mese
= 27r< lﬂ) (/Wsen d)
0o V2412 0 i

27 <\/§ — 2senh™! (g))

/ @ qrdydy = / e’ r?sendrdpdd
B A

1 ™ 2
= / / / "’ r? sen pdrdedb
o Jo Jo

1
2
= 27r2/ ¢ r?dr = g(e — 1)72. &
0

drdpdf
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5.4 Coordenadas cilindricas

El cambio a coordenadas cilindricas consiste en hacer un cambio a polares en las coordenadas x,
y de cada punto (z,y,2) € R3, mientras que la coordenada z permanece fija. La transformacién
adecuada es pues

o(r,0,z) = (rcosf,rsenb, z), (5.12)

donde ¢ esté definida en el abierto U = {(r,0,2) : r > 0,0 < 6 < 27}, y su imagen es todo R?,
excepto los puntos del plano y = 0 con coordenada = > 0 (puntos que forman un subconjunto de
medida cero de R*). En este caso det ¢/(r,0,2) = r > 0 en U. Asi, si B es cualquier subconjunto
con volumen de R?, y A = ¢~ !(B), tenemos la siguiente férmula de cambio de variables:

/f(a:,y)d:vdydz:/f(rcosQ,rsenG,z)rdrd@dz. (5.13)
B A

Ejemplo 5.7. Ca]cu]ar/ e dy dy dz, donde D = {(z,y,2) : 2> +y* < 1,0 < z < 1}
D

Solucion.

/De“‘"Qdexdydz = /o/ozw/o e rdrdfdz
= (L) () (o)
S NS () T

Ejemplo 5.8. C’a]cu]ar/ 222 +y? dedydz, donde D = {(z,y,2) : 1 <2°4+9* < 2,1 <2 <2}
D

Solucion.

2m
/z\/:(JQ—l—y2 dedydz = // / zr?drdfdz
D

- (/0 zdz) (/02ﬂd9> (/lﬁﬂdr>:g(2ﬁ—1). &

1 pl —y2
Ejemplo 5.9. Hallar el valor de / / / 2(2% + y?) dx dy d=.
— —q2

=Vt +y? <z <

Solucién. La regién de integracion es D = {(x,y,2) : 0 < 2 < 1,0 1
0<z2 <r<1,0<60 < 2n).

V2 + 4%}, que, en coordenadas cilindricas es E = {(r,6, z) :
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Entonces

/z(x2+y2)dxdydz = /zr3drd9dz
D E

_ (/Olzdz) </02ﬂd9) (/01r3dr) :Z. o

Ejercicios

5.1. Determinar el drea de la regién acotada por las curvas zy = 1,zy = 2,y = x° e y = 222, por medio
del cambio de variables u = zy,v = y/xz.

5.2. Hallar el volumen de la regién determinada por la interseccién del cono sélido z* >z +y? y la bola
2?4+ + 22 <1

5.3. Usar coordenadas cilindricas para hallar el volumen del sélido T' limitado superiormente por el plano
z = y e inferiormente por el paraboloide z = z* + y*.

1
5.4. Demostrar que el volumen de un cono circular de radio de la base r y altura h es §7r7"2h.

5.5. Calcular

1
dx dy dz,
/Dl+x2+y2+z2 Y

donde D es la bola unidad de R3.

5.6. Utilizando coordenadas polares, calcular las integrales:

(a) / sen (z? +y*) dx dy, donde D = {(z,y) € R? : 22 +¢% < 1}.
D

(b) / |z 4 y| dz dy, donde D = {(z,y) € R? : 2% +9? < 1}.
D

(c) / In(z% 4 9?) dz dy, donde D = {(z,y) € R? : a®> < 2® + > < b*,2 > 0,y > 0}.
D

(d)/($2+y2)_3dxdy, donde D = {(z,y) e R? : 1 <22 +9* < 4,0 <y < z}.
D

5.7. (a) Hallar el drea limitada por las curvas en polares: p = acosf y p = a(l + cosf); (a > 0).
(b) Hallar el drea limitada por la curva en polares: p = a|sen36|; (a > 0).

(c) Hallar el drea limitada por la lemniscata: (z* + 3?)? = 2a(z? — y?); (a > 0).

5.8. Se considera la transformacion ¢(u,v) = (u? — v%, 2uv); sea D = {(u,v) € R? : 1 < u? 402 < 9,u >
0,v > 0}. Determinar el conjunto ¢(D) y calcular su drea.

Sugerencia: ;Qué es p(z) cuando z = u + iv es un numero complejo?
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5.9. Se considera la transformacién ¢(u,v) = (x = v+ v,y = v — u?); sea D el tridngulo de vértices
(0,0),(2,0) y (0,2) en el plano (u,v). Comprobar que ¢ es un cambio de variables alrededor de D. Deter-
minar el conjunto p(D) y calcular su drea.

5.10. Utilizando cambios de variable, calcular:

(a) / (2% 4 y?) dz dy, donde D = {(z,y) € R? : 1 < 2? —4* < 9,2 < zy < 4}.

()/4302 5 dr dy, donde D = {(v,y) € R:1 < 4x 24 94?< 16,2 >0,y > 0}.

(c) /D(:B +9?) dz dy, donde D = {(z,y) e R? : 22 — y® < 1,|y| > 1}.

5.11. Calcular: (a) /‘/($2 +y?) dr dydz, donde V = {(x,y,2) € R® : 2% + 9* < 22 < 4}.

(b) /Vzdscdydz, donde V ={(z,y,2) e R¥z®> + 32 + 22 <1, >0, y>0, z>0}

(c) /Vz(:n + ) dx dydz, donde V estd limitado por: z =0, z=a, zy=ad>, 2(x+y)=>5a, (a>0).
(d) /Vex dx dy dz, donde V = {(z,y,2) € R®: 2® + y> + 2* < 1}.

(e) /sten (22 +y?) de dy dz, donde V = {(x,y,2) €: 0 < (R? — 2> — y*)Y/2} (R > 0).

(f) /V |z| dx dy dz, donde V = {(z,y,2) € R®: 2? +¢? < 1,2% < 2?}.

(g) / (2 + 92 + 222 dedydz, donde V = {(x,y,2) € R®: a® < 2? +y* + 22 < V*}.
1%

5.12. Calcular el volumen de los cuerpos siguientes:
(a) El cuerpo limitado por los cilindros z° + y?* = lyz® + 2* = 1.
(b) EI cuerpo limitado por la superficie z = z? +y? y los planos z = 2yz = 4.

(c) El cuerpo limitado por una esfera de radio R y un cono de dngulo en el origen 2a, si el vértice del cono
esta en el centro de la esfera.

(d) EI cuerpo limitado por la esfera z° + y? + 22 = a® y el cilindro (z — a/2)? + y? = a*/4.
(e) El cuerpo limitado por las superficies x +y =z; zy=1, y=x, y=2x, z=0.

5.13. Calcular, mediante una transformacién previa de coordenadas, las integrales:

2 rV2z—22 ra
(a) / / / Z\/mdz dy dx (a cilindricas).

2R V2Rz—2% R27x27y
(b) / / / (2* 4+ ) dz dy dx (a esféricas).

V2Rz—z2
5.14. Hacer un cambio de variables a coordenadas polares y usar los teoremas sobre integrales impropias

para calcular / e g dy. Después, utilizar el teorema de Fubini para probar que
RQ

/ e dr = V.

—00
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5.15. Enunciar y probar una versién del teorema del cambio de variables para difeomorfismos C' entre
abiertos posiblemente no acotados e integrales impropias.

5.16. ;jPara qué valores de p es la funciéon
fla,y,z) = (@ +y* + 2%
integrable sobre B, donde B es la bola unidad de R®*? jPara cudles lo es sobre R? \ B?

5.17. Sea A = {(x,y) € R* : 2* + y* < 1} la bola unidad abierta en el plano. Hallar el valor de las
siguientes integrales impropias:

(a) / [1 — \/z? +y2]p dx dy, parap < —1.
A

(b)/Ald:rdy.

x? + y?
5.18. Deducir férmulas para el volumen de cuerpos de revolucién en R®. Después calcular el volumen del
toro generado al girar una circunferencia de radio r y centro (a,0,0), situada en el plano y = 0 alrededor
del eje z (se supone que 0 < r < a).



Capitulo 6

Curvas y trayectorias

6.1 Representacion de curvas

Una curva se puede visualizar como la trayectoria de un punto que se mueve en el espacio. A partir
de esta idea mecanica, se asocia con el tiempo ¢ el caracter de parametro de la curva.

Definicién 6.1. Una curva a en el espacio euclidiano tridimensional R3 es la imagen de una
funcién continua T : I — R3. La funcion

T=I(t) = (z1(t), 2a(t), 23(t)) , 1 € 1,

se llama representaciéon paramétrica (o simplemente, parametrizacion) de la curva . Las funciones
x;i(t),i = 1,2,3 se llaman funciones coordenadas de la parametrizacion. La variable t es el pardme-
tro de la curva.

En la definicién 6.1, el intervalo I puede ser finito, infinito, semi infinito, abierto, cerrado o semi-
abierto.

Cuando no haya lugar a confusion (lo que sera las mas de las veces) se le llamara simplemente curva
a la parametrizacion.

6.1.1 Reparametrizaciones

Una curva « puede admitir més de una parametrizacion; es decir, a se puede parametrizar en mas
de una forma.

Definicién 6.2. Sea ¥ = Z(t) = (21(t), z2(t),z3(t)) ,t € I, una parametrizacion de una curva o.
Sea h : J — I un difeomorfismo entre los intervalos J e I. Entonces la curva y(r) = (Zoh)(r) =
Z(h(r)),r € J se llama reparametrizacion de la curva a. La funcién h se llama cambio de pardme-
tro.
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y==xToh

Figura 6.1: Una reparametrizacion

Debe ser obvio que las imédgenes de las curvas & = Z(t),t € [ y i = y(r),r € J coinciden; solo varia
la forma en la que la curva es recorrida con cada parametrizacién. Véase la figura 6.1.

6.1.2 Curvas regulares

Como lo que interesa es la aplicacion de las herramientas del calculo a la geometria, se deben imponer
condiciones de suavidad a las parametrizaciones de curvas. En todo lo que sigue se supondré que:

(a) las funciones coordenadas son hasta tres veces continuamente diferenciables, y que
(b) las derivadas de las funciones coordenadas no se anulan simultaneamente; es decir, no existe

un valor ty del pardmetro para el que &;(ty) = 0,7 = 1,2, 3.

Definicién 6.3. Una parametrizacion que satisfaga las condiciones (a) y (b) se llama parametri-
zacion regular. Una curva se llama regular si admite una parametrizacion reqular.

La curva Z(t) = (t%,0,0), —00 < t < oo satisface la condicién (a), pero no la (b); la curva Z(t) =

2
(21(1), 1,0) donde () = { = o<l

22 23>0 satisface la condicién (b), pero no la (a).

A continuacion se presentan tres ejemplos simples, pero importantes de curvas regulares.

Ejemplo 6.1. (rectas) Una parametrizacién de la recta que pasa por el punto d en la direccién del
vector ¥ es Z(t) = d + t¥, —oo < t < oo. El vector ¢ es el vector de direccion de la recta. Véase la
figura 6.2. &

Ejemplo 6.2. (circulos) Una parametrizacién del circulo con centro en el punto p' de radio r y
contenido en el plano generado por los vectores ortogonales €1 y €5 es

Z(t) = p+r(coste; + sen téy),t € [0,27]. &
Ejemplo 6.3. (hélices) Consideremos la curva

Z(t) = (acoswt,a sen wt, bt), —oo < t < oo.
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A medida que el parametro t varia, las coordenadas x y y de la trayectoria se desplazan sobre el
circulo de radio a, centrado en el origen, mientras que la coordenada z se eleva (o desciende) a
velocidad constante si b > 0 (o0 si b < 0). Esta curva es un ejemplo de una hélice circular recta. A

w se le conoce como la velocidad angulary a b como el paso de la hélice. &
-
(a) una recta (b) un circulo (c) una hélice

Figura 6.2: Ejemplos de curvas regulares R3

Se insiste en que, de acuerdo con la definicién 6.3, el caracter de regular de una curva depende
de la forma en la que se parametrice. Por ejemplo, Z(t) = (¢,0,0),—0c0 < t < o0y ¥(r) =
(r3,0,0) , —00 < r < oo son parametrizaciones del eje z; sin embargo, la primera es regular, pero la
segunda no. Por esta razon una curva se define como reqular si admite una parametrizacion reqular.
La importancia de trabajar con curvas regulares, resalta al considerar el caracter dindamico o
geométrico de la nocién de curva.

Definicién 6.4. La velocidad de una curva reqular o parametrizada por © = Z(t),t € I, es

dz (dl’l d$2 dilfg

EPE?QE>:@ﬁ%@®jﬁ»'

La rapidez de o es |Z] = /412 + 2,2 + 252 . La aceleracién de a es

d2f_ <d21’1 dQIQ d2IL’3)

F—
dt? dt2’ dt?’ dt?

Cinematicamente, el vector velocidad es lo que su nombre indica: es el vector que, en cada instante
de tiempo ¢, apunta en la direccién en la que se mueve el punto Z(¢) y su norma indica con qué
rapidez lo hace. El significado geométrico del vector de velocidad se deduce de la definicion misma.
Como

#(r) = lim 1 7t + B) — 7))

h—0
se tiene que, para cada valor del pardmetro %y, el vector de velocidad en el punto p'= Z(tg) es un
vector tangente a la curva en el punto p'= Z(t).
Se puede decir entonces que una curva es regular si el punto Z(t) no se detiene nunca (es decir, si
la rapidez nunca es igual a cero) en t € I o, en términos geométricos, la curva es regular solo si en
cada punto tiene un vector tangente, o sea, no tiene picos (o esquinas).
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6.2 Funcién longitud de arco

Definicién 6.5. Si o : [a,b] — R" es una curva, se define la longitud de o como
N
l(a) = sup {Z la(t;) —a(ti)]|;a=tg <ty <---<ty=0bN € N} :
i=1

Notese que el supremo se toma respecto de todas las posibles particiones P = {t, = a,t1,...,txy = b}
de [a, b].

Cuando /() < oo se dice que « es una curva rectificable, o simplemente que tiene longitud finita.
De la definicién 6.5 se desprende que ¢(a) > ||a(b) — a(a)|| (es decir, la linea recta es el camino més
corto entre dos puntos).

Proposicién 6.1. Si « : [a,b] = R" es una curva de longitud finita [, entonces la funcién A\ :
la,b] — [0, 1], definida por A(t) = ¢ (

creciente y continua.

O“[a t]> , donde O‘|[a q €S la restriccion de « a [a, t], es mondtona

Demostracion. Es inmediato que la funcién A es creciente. Para probar que A es continua en todo

punto ty € [a,b], basta demostrar que los limites laterales de A en ¢, son ambos iguales a A(tg).

Veamos, por ejemplo, que lirri A(t) = A(to) (la demostracién es anédloga cuando se considera el
trtg

limite por la izquierda).

Debe ser evidente que A\(t) = A(to) + ¢ (a’[to .

ralidad, que ty = a. Debemos probar, por tanto, que lim+ A(t) = 0 = A(a). Pero si esto fuera falso,
t—a

> . Entonces, podemos suponer, sin pérdida de gene-

como A\ es creciente, tendriamos que
A(t) 2 e >0 paratodo t>a,

con € = lim+ A(t). Al ser « continuo en a, podemos encontrar d, > 0 tal que
t—a

la(®) - a(@)] < 5.

siempre que t —a < &y. Por otro lado, como A\(b) = ¢(«) es finita, existe una particién tg = a < t; <
... <tx =bde [a,b], tal que

> llalty) = alty-)ll = Ab) — | (6.1)

Evidentemente podemos suponer (anadiendo a + &y a esta particién de [a, b] si fuera necesario) que
5 .
t1 — to < do, y por tanto, |la(t;) — a(ty)]| < 7 lo que combinado con (6.1) nos da

3

Z lat;) = at-1)ll = A() = 3,
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pero
N

£(a]y) = S llatt) — att]l.
7j=2

luego
€

¢ (O“[tl,b]> > M)~ 5

y asi, usando la propiedad (3), obtenemos

€ 15
)\(b) = )\(tl) + /¢ <a‘[t17b]> = e+ )\(b) — ; — )\(b) + 5’
luego € < 0, lo que es absurdo. [

Definicién 6.6. Diremos que una curva « : [a,b] — R™ es de clase C* por pedazos si su derivada
existe y es continua, salvo quizds en una cantidad finita de puntos de |a,b]. En lo que sigue, consi-
deraremos casi exclusivamente curvas de clase C' por pedazos.

Observaciéon 6.1. Si la curva o = («q,...,q,), donde «; : [a,b] — R, es diferenciable en t,, su
derivada en ty es &(tg) = (A (to), ..., an(to)). De la definicion de derivada se desprende que (ty)
representa, geométricamente hablando, el vector tangente a la curva « en el punto a(ty). La norma
ll&(to)|| de la derivada mide la rapidez de « en t.

Proposicién 6.2. Sea « : [a,b] — R™ una curva de clase C* por pedazos. Entonces
b
) = [ (o)) de. (6:2)

Obsérvese que no todas las curvas continuas y C' por pedazos tienen longitud finita (ver ejercicio

b
6.1); por tanto, la integral / ||&(t)|| dt puede ser infinita. Lo que nos dice (6.2) es que ¢(«) es finita

b
si y solo si / ||&(t)]| dt lo es, y en este caso estas dos cantidades valen lo mismo.
a

Demostracion.

Caso 1. Consideraremos primero el caso en que « es de clase C' en todo el intervalo [a, b]. Como este
intervalo es compacto, la derivada a es uniformemente continua y acotada en [a, b]. En particular,

b
t — ||lao(t)]| es integrable en [a,b] y / |l&(t)]| dt es finita. También sabemos que ¢(a) es finita,

b
puesto que « es Lipschitz. Por tanto, en este caso solo debemos probar que ¢(a) = / l|a(t)|| dt.

Como la derivada de « es continua en el compacto [a, b], sus funciones componentes ¢y, . . ., &, son
uniformemente continuas en [a, b, lo que implica que la funcién

" 1/2
(P1yeeeymn) = (Z\@j(ﬁ'w) :
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definida para (rq,...,r,) € [a,b]" = [a,b] X -+ X [a, b], es uniformemente continua en [a, b]", y por
tanto, para cada ¢ > 0 dado, existe §; > 0, tal que si rj,r € [a,b],7 = 1,...,n,y |r; —r| < 01,
entonces
" 1/2 " 1/2
: . £
(Z ’%‘(Tjﬂz) - (Z |04j(7”)|2> < 30— a) (6.3)
7j=1 7j=1

Ahora, como ||&|| es integrable sobre [a, b], por el teorema 1.2 de Darboux (p. 17), existe d > 0 tal
quesi P={ty =a <t <...<ty=>b} esuna particién de [a,b] en intervalos de longitud menor
o igual que 0y, entonces

€
< - 6.4
: (64)

/ la(®)]f dt — Z la(ti-)ll(t: = tia)

Por otro lado, por definiciéon de f(a), y teniendo en cuenta que esta longitud es finita, existe
P={ty=a<t <...<ty = Db} particién de [a, b], tal que

ZHQ ) —alti-1)

Podemos suponer (anadiendo puntos si fuera necesario) que esta particién P tiene la propiedad de
que [t; —t;_1| < 0, donde § = min{dy,d,}. Por el teorema del valor medio aplicado a cada funcién
componente «; : [a,b] — R de la curva « en cada intervalo [t;_1, ¢;], sabemos que existe 1} € [t;_1, ;]
tal que

(6.5)

£
3 .

a(ti) = aj(tio1) = a5 (r))(ti — tima). (6.6)
Usando (6.3) y (6.6) obtenemos que

) — alti-a) ||—Z||a (i = tia H‘

n 1/2

N 1/2
z(z\amw) DRTAED o] D {CISITY RRCETAIE

N n 1/2 n 1/2
Z (Z ‘é‘j(rg)IQ) - (Z ‘dj(tjl)P) (ti —ti1) <

i=1

SOERP IR

lo que combinado con (6.4) y (6.5) nos da
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kmw1[MMmm4<3—

Como esto se satisface para todo € > 0, se concluye que ¢(« / ||&e(t)|| dt.

Caso 2. Ahora consideraremos el caso en que « es continua en [a,b] y la derivada &(t) existe y
es continua en el intervalo abierto (a,b). En primer lugar, veamos que ¢(«) es finita si y solo si la

integral impropia / ||&(t)|| dt converge. En efecto, supongamos que esta integral es finita. Como

a es continua, dado € > 0 existe § > 0, tal que sia <t <r <b,con [t —a| < Iy [b—71] <

entonces
la(t) —ala)| <e v [la(r) —a®d)]|<c

y por tanto, para toda particion P = {a =tg < t; < ... < ty = b} de [a, b] en intervalos de longitud
menor o igual que d, se tendrd (aplicando el caso 1 a « en [ty,tx_1]) que

Z a(ti) — altia)]l <
la(t) - a@)] + €al,, , )+ la() - alty-1)| =

la(t) = at@l+ [ )]s + a(®) - aftx-0)] <

t1

tN—1 b
2€+/ ||d(u)||du<2€+/ |&(w)]| du

t1
y esto implica que ¢(«) es finita. Por otro lado, si /(«) es finita, sabemos por la proposicién 6.1 (p.
88) que, fijando r € (a,b), la funcién A : [r,b] — [0,[] definida por A(t) = ¢ (a‘[r t]> , donde a|[r g S

la restriccién de « a [r, t], es mondtona creciente y continua. En particular,
ti ¢ (al ) = ¢ ()

t
y como, por lo anterior, es ¢ (a‘[r t}> = / ||&(w)]| du, se deduce que

b t
/r||d(u)Hdu:£i£rg/r law) du=1im (af ) = (a] ).

Un razonamiento anélogo prueba que

[ Gl du=tim [ jauau= ¢ (al,, )
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Entonces

E(a):e(a\[m) +€<a|[r7b]> :/ar||d(u)||du+/rb ||d(u)||du:/ab||d(u)||du.

Esto prueba (6.2) en el caso en que « es continua en [a, b] y la derivada &(t) existe y es continua en
el intervalo abierto (a,b).

Caso 3. Por tltimo, consideramos el caso més general en que « es continua y de clase C' por
pedazos. Entonces, la curva « puede expresarse como la unién de una cantidad finita de curvas
a; cada una de los cuales estd en el caso anterior; es decir, o = a; U ... Uy, con o = O‘l[t £

J—1tj
para ciertos a = tg < t; < ... <t = b, y cada «a; es de clase C! en el intervalo abierto (tj—1,t;).
Entonces, se tiene que

k

o) = 3ot = 3 [ fatwdu= [t au

7j=1
y asi (6.2) queda probada en toda su generalidad. [

Definicién 6.7. Sea a : [a,b] — R™ C R"™ una curva C* por pedazos, y sea h : [c,d] — [a,b] una
biyeccién de clase C*. Entonces, la composicién

f=aoh:[cd —R" B(r)=a(h(r))),

se dice que es una reparametrizacion de «. Si la funcion h es creciente, se dice que la reparametrizacion
[ preserva la orientacion de a, o que a y 8 tienen la misma orientacién. Si la funcion h es decreciente,

se dice que la reparametrizacion [ invierte la orientacién de o, o que o y [ tienen orientaciones

opuestas.

Observacion 6.2. En el caso especial en el que h : [a,b] — [a,b] estd dada por h(t) = a + b — t,
entonces la reparametrizacion (8 recorre la traza de « con la misma rapidez pero en el sentido
opuesto al que lo hace a. Por ejemplo, si a(t) = (cost, sent), t € [0,27], es la parametrizacién del
circulo unitario con centro en el origen del plano, y 5 es la reparametrizacion (r) = (cos(2m —
r), sen (2w —r)) = (cosr, —senr), r € [0, 27|, entonces a y 3 recorren el circulo con igual rapidez,
en sentidos opuestos. Ver figura 6.3.

Proposicién 6.3. Si 3 es una reparametrizacion de una curva « de longitud finita [, entonces la

longitud de ( es .

Demostraciéon. Usando la notacién de la definicion 6.7 tenemos que

1) = [ 18wla = [ el @|de = [ e dr = )

En el dltimo paso hemos supuesto que la biyeccion h es creciente. En caso contrario, en la tltima
integral debe remplazarse dr por —dr, pero también se deben intercambiar los limites de inte-
gracion. Il



' D
NN,

a:[0,27] — R? B:[0,27] — R?
a(t) = (cost, sent) B(r) = (cosr, —senr)

Figura 6.3: Una reparametrizaciéon « y una reparametrizacion 3 del circulo

Debiera ser claro que si [ es reparametrizacién de v entonces ambas curvas tienen la misma traza (y
la misma longitud). Asi, h no es méds que un cambio de variable que modifica la rapidez con que se
recorre la curva. En efecto, nétese que 3'(t) = &(h(t))R'(t), de modo que el vector velocidad de (3 se
multiplica por el factor escalar h/(t). Ademas, como h es una biyeccién C', h es o bien estrictamente
creciente, o bien estrictamente decreciente, y la derivada h'(t) no cambia de signo. En el primer
caso se tendra h(c) = a y h(d) = b, luego (5 recorre la traza de « en el mismo sentido que lo hace
« (se dice entonces que la reparametrizaciéon 8 conserva la orientacion); y en el segundo caso es
h(c) = by h(d) = a, luego B recorre la traza de a en sentido opuesto al que lo hace a : comienza
en a(b) y termina en a(a) (en este caso se dice que (3 invierte la orientacion).

Cuando una curva «a : [a,b] — R™ es regular (es decir, es de clase C' y tiene la propiedad de que
&(t) # 0 para todo t € [a, b]), siempre existe una reparametrizacién 3 : [0,{] — R™ de a que conserva
la orientacién y que tiene la notable propiedad de que

/0 18/ du = ¢

para todo t € [0,1], es decir, el pardmetro ¢ coincide con la longitud de la curva recorrida por
desde el instante u = 0 hasta el tiempo u = t. Se dice entonces que [ esta parametrizado por la
longitud de arco.

La parametrizacién [ se obtiene de la siguiente manera. Sea s : [a,b] — [0,(] la funcién longitud
de arco s(t) =/ <O‘|[a q

s(t) y construyamos la parametrizacién S(s) = «a(t(s)). Denotando con un apdstrofo la derivacién

) de a. La funcién s es invertible. Sea t = t(s) la funcién inversa de s =

dt
con respecto a s y usando el hecho de que ?j = |l&]|, encontramos que f('(s) = d(t(s))d— =
s
1 1
d(t(s))g = Wd. Esta situacién equivale a decir que [ recorre la traza de « con rapidez constante
o'
_ dt
igual a 1:

15" ()l = 1
para todo s € [0, ].

La reparametrizacién por la longitud de arco simplifica muchas veces las demostraciones relativas
a propiedades de curvas en el espacio.
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Ejemplo 6.4. Encuentre la reparametrizacion de rapidez unitaria de una hélice circular a(t) =
(acost,asent, bt), t > 0.

Solucién. La derivada de a es &(t) = (—asent,acost b), y la rapidez es ||a(t)]] = Va®+b2.
La funcién longitud de arco (desde t = 0) es s(t) = E / va?+ b du=+vVa2+ 0%t La

funcion inversa de la funcién longitud de arco es t = (s ) = Entonces la reparametrizacién

S

S S bs
de rapidez unitaria de la hélice es 5(s) = a(t(s)) = | a cos ———, asen . ).
P Als) = alt(s)) ( a? +b? Va2 + b \/a2+62> ©

6.3 Integraciéon de campos escalares sobre curvas

Un campo escalar en un subconjunto A C R" es simplemente una funcién escalar de varias variables
f:ACR" =R

Estudiaremos la definicion de integral de un campo escalar f : A C R"™ — R sobre una curva
a:la,b] — R™

Definicién 6.8. Sean f : A C R" — R un campo escalar continuo, y « : [a,b] — R™ una curva C*
por pedazos sobre su dominio. Se define la integral de linea de f sobre o por

/fds—/f Dl dt. (6.7)

cuando esta integral existe.

Notese que si f = 1, la integral / f ds es precisamente la longitud de a.
«

Observacion 6.3. Con relacion a (6.7), el factor ds = ||a(t)|| dt = ds(t) a veces se llama elemento
escalar de longitud de arco. Si |h| < 1, la cantidad ds(ty) = ||a(to)| dt ~ ||a(to)||h es una
aprozimacion a la longitud de arco sobre o desde a(ty) hasta oty + h).

Una interpretacion fisica de este tipo de integral es la siguiente. Supdngase que la traza de «
representa un alambre de densidad variable, y que el campo f(x,y, z) denota la densidad de masa

del alambre en el punto (z,y, z); entonces la integral [ f serd la masa total del alambre.

Ejemplo 6.5. Sean a : [0,27] — R? la hélice a(t) = (cost, sent,t), y f(x,y,2) = 2> +y* + 2%
Calcular la integral / f ds.
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Solucion.

[ ras - 0” (alt))a0)]

27
= / (cos®t + sen? 4 t%)\/(—sen 2t + cos2t + 1) dt
0

= /02W(1+t2)ﬁdt_¥w(3+4w2). %

Ejemplo 6.6. Hallar la masa de un alambre que sigue la circunferencia plana de radio cincuenta
centimetros y centro en el origen, y cuya densidad de masa en cada punto (x,y) de la circunferencia
viene dada por la funcién f(z,y) = x* + 2|y| gramos por centimetro de alambre.

1
Solucién. Una parametrizacién de la curva o es a(t) = <§ cost, 5 sen t> , t € ]0,27]. Se obtiene

que [|a(t)] = 5 Entonces

/ fds = [ fa)llamdt

0

1 27 1 )
= = —cos”t + |sent| | dt
2 ), \a

1 27 1 2T
= —/ cosgtdt—i-—/ | sent|dt
8 Jo 2 Jo

1 21 T 1
= —/ cos2tdt—|—/ sentdt = —m + 2. &
8 Jo 0 8

Cuando « : [a,b] — R? es una curva plana y z = f(z,y) > 0, puede interpretarse que f(x,%) es

la altura de un muro levantado sobre la curva «a(t) = (z(t), y(t)); entonces la integral [ f(z,y)ds
representa el area de dicho muro. La justificacion intuitiva de esta afirmaciéon se basa en la in-

terpretacién del elemento escalar de longitud de arco. En cada punto de la curva, el producto
f(a(t))ds(t) es aproximadamente igual al drea de un rectangulo de altura f(«(t)) y base ds(t). La
suma (de Riemann) de estas dreas converge al valor del drea del muro levantado sobre la curva y
cuya altura, en cada punto «(t) es f(a(t)).

Ejemplo 6.7. Calcular el area de un muro circular de radio de diez metros y cuya altura en cada
punto es un metro mas que la décima parte de la distancia al cuadrado de dicho punto a un punto
fijo P situado sobre la circunferencia.

Solucién. La curva es a(t) = (10cost, 10sent), t € [0,2x]. La rapidez de « es 10. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que el punto fijo sobre la circunferencia es P(10,0). Entonces, la altura
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del muro es
1

flot) = <olla(t) I +1
1
= 10H(coszf 1, sent)|* +1
1
- 1—0((cost—1)2+ sen’t) + 1
6 1
= S_SCOSt'

Entonces, el area del muro es

2w 6 1
/fds:/ <5—gcost> 10dt = 24m. O
« 0

Ejercicios

6.1. Sea o : [0,1] — R? la curva definida por a(t) = (t,tsen(1/t)) si t > 0, y a(0) = (0,0). Probar que
a es continuo y de clase C' por pedazos en [0,1] y de hecho es diferenciable de clase C* en (0, 1], pero su
longitud es infinita.

6.2. Hacer un dibujo de la traza de las siguientes curvas, y calcular su longitud:

(a) a(t) = (Rcos2t, Rsen2t), 0<t<m
(b) a(t) = (Rcost,—Rsent), 0<t<2m
(c) at) = (Rcost?, Rsent?), 0<t<2r
(d) aft) = (t,t1), -1<t<1

(e) a(t) = (cost, sent,t), 0<t<4n

(f) a(t) = (Rcos2t, Rsen 2t), 0<t<mw
(g) alt !

)= (e "cost,e "sent), 0<t< oo (espiral logaritmica)
)= (3,17, —2<t<2
() at) = (2 —4t,t* —4), —4<t<4

6.3. Sean o y B dos curvas que tienen la misma traza. Supongamos que ambas son inyectivas, excepto en
una cantidad finita de puntos. Probar que « y [ tienen la misma longitud.

Sugerencia: suponer primero que tanto o como 3 son inyectivas en todo su dominio, y deducir el resultado
de la propiedad (2) de la proposicién 6.2. Para probar el caso mas general, expresar « y [3 como unién de
curvas inyectivas y aplicar lo anterior.

6.4. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C' por pedazos. Probar que la longitud de la grifica de f
sobre [a, b] es

b
/ I+ @2 de.
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6.5. Definamos o : [~1,1] — R? por

(—e_l/tZ, e_l/t2) sit <O,
at) = (0,0) sit=0,
(efl/tQ, efl/t2> sit> 0,

ysea fB:[—e e l] - R, B = (t]|t]). Probar que a y B tienen la misma traza (a saber, un trozo de la
grafica de la funcién valor absoluto); sin embargo, « es de clase C*™ en todo su dominio, mientras que (3
no es diferenciable en el origen. No obstante, obsérvese que &(0) = 0; es decir, o debe detenerse en t = 0
para poder ser diferenciable en ese punto. Generalizar este hecho: probar que si a(t) = (z(t),y(t)) es
una curva diferenciable y su traza coincide con la grafica de una funcién f, cuyas derivadas laterales (no
necesariamente finitas) son diferentes en un punto xg (y en particular, la funcién no es derivable en ese
punto), entonces &(t) = 0 para todos los t tales que x(t) = x¢. Por otra parte, si solo se supone que f no
es derivable en x(, probar que al menos se tiene z'(t) = 0 para todo t con z(t) = .

6.6. Sea  : [a,b] — R" una curva C' tal que &(t) # 0 para todo t. Probar que ||a(t)|| es una constante no
nula si y solo si el vector velocidad &(t) es ortogonal al vector posicion a(t) para todo t.

6.7. Una curva a de clase C? tiene la propiedad de que su segunda derivada & (t) es idénticamente cero.
. Qué puede decirse sobre a?

6.8. Sea « una curva en el plano cuya expresién en coordenadas polares viene dada por p = p(6), con

02
01 < 0 < 2. Demostrar que su longitud es {(a) = / V(p(0)2+ (p'(0))2 do
01

6.9. Calcular la longitud de la cardioide p = a(1 + cos @), 0 < 0 < 27.

6.10. En los siguientes casos, calcular la integral de f a lo largo de « :
(a) f(z,y) =1+1y; a(t) = (cos®t, sent), 0<t<3n/2.

(b) f(x,y,2) =xyz; «ft) = (cost, sent,3), 0<t< 2.

(c) f(z,y,2) =x+y+2 «t)=(sent,cost,t), 0<t<2m.

6.11. En los siguientes casos, calcular la integral del campo Falo largo de la curva « :
(a) F(z,y) = (—a*y,2y®);  al(t) = (sent,cost), 0<t< 2.
0<t

2 2
(c) F(z,y) = (4*,2%); a= {(x,y) : % + Z—z =1,y > O} , recorrida en sentido positivo.

6.12. Calcular:
(a) /ydx —xdy; «a(t) = (cost, sent), 0<t<2r.

(b) / 22 dx + zydy; «a es el cuadrado de vértices (0,0), (0,1),(1,0), (1,1), en sentido positivo.
[e%

(c) / senzdx + cos zdy — (xy)/3 dz;  a(t) = (cos®t, sen’t,t), 0<t< 7n/2.
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(d) /ydx—i— (3y* —x)dy + zdz;  aft) = (t,t7,0), 0<t<1; neN.

(e) / 2y dr + (22 + 2)dy + ydz; o es el segmento de (1,0,2) a (3,4,1).

(f) /xydx—i—yzdy—i—a:zdz; a={(z,y,2): 2>+ > + 2> =2Rx,z = x,y > 0}.
6.13. Calcular la integral a lo largo de la curva ~y indicada.

(a) /mcy2 ds; ~y es el segmento de recta de (1,2,0) a (2,1, 3).
g

(b) / senx ds; 7y es el segmento de recta de (—1,2,1) a (1,2,5).
g

(c) /zcos(xy) ds; v es el segmento de recta de (1,0,1) a (2,2, 3).
gl

(d) / senx dx + cosy dy; -y es el arco de semicirculo superior de (1,0) a (—1,0).
g

(e) /xey dz + 2%y dy; v es el segmento de recta 0 <z <2, y=3.
g

(f) /:Eey dz + 2%y dy; v es el segmento de recta z =4, 0<y <4.
gl

(g) /meydx+x2ydy; v eslacurvax =3ty =t,0 <t < 1.
.

(h) /xey dz + 2y dy; v es la curva (t) = (e, ), =1 <t < 1.
g

(i) /:Udy + ydx; v es una curva de (—1,2) a (2, 3).
g

() /yz dx + zx dy + xy dz; v es una curva de (1,1,1) a (1,2, 3).
.
6.14. Calcular las siguientes integrales de linea.

(a) /(cos x, seny) - ds, a lo largo de la curva y(t) = (t,t), 0 <t < 1.
g

1 1 -
(b) / (, n > - ds, a lo largo de la trayectoria que une los puntos (1,1), (3,1) y (3,6) con segmentos
Yy \TY TTY

rectos.

1 1 -
c —, - ds, a lo largo de la curva v(t) = (2t,5t), 1 <t < 4.
© [ (5573 - ool hanmo de b curva 5(0) = (2150
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1 1 -
d — - ds, a lo largo de 1 = (t,1%), 1<t < 4
(d) [,(xy’ery) s, a lo largo de la curva y(t) = (t,t°), 1 <t <4

(e) /yz dz + zz dy + zy dz, a lo largo de la curva y(t) = (t,t2,13), 0 <t < 1.
g

(f) /yz dx 4+ xz dy + xy dz, a lo largo de la curva (t) = (cost, sent,tant), 0 <t < 7.
g






Capitulo 7

Campos vectoriales

7.1 Campos vectoriales, lineas de flujo

Un campo vectorial en A C R" es una funcién de la forma F : A C R® — R". Si para cada
x = (x1,...,2,) € A se tiene que F(z) = (Fi(z),..., F,(x)), entonces las funciones F; : A — R se
llaman funciones coordenadas (o componentes) del campo F.

Asf, un campo vectoral en R? es de la forma F(z) = (Fi(z1,22), Fo(21,23)), mientras que en R,
ﬁ(x) = (Fy (21, 2, x3), Fo(x1, 29, x3), F3(21, T2, 23)).

En términos geométricos, si F es un campo vectorial, F'(x) se visualiza como el vector que apunta
del punto x al punto = + F(x). En la figura 7.1 se representa el campo vectorial en el plano

Fa,y) = (—a/v/a + %y + 7).

\y
7 7 7t LU U WA N
7 72 7t LU U NN
s 7 77 N X XN =
> > 7 7 N ) w =
X
= S N\ Y & e <
S NN Y ¥ # &
NN Vo4 v
NNy Y V 4 ¥ ¥
. o= —x Y
Figura 7.1: El campo vectorial F(x,y) = ., :
2 .2 24 .2
Va2 +y? Vat+y

Un concepto importante asociado con campos vectoriales es el de lineas de flujo.
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Definicién 7.1. Sea F' : A CR" — R" un campo vectorial. Una linea de flujo para F es una curva
a:I CR — A, tal que &(t) = F(a(t)), donde I es un intervalo.

Ejemplo 7.1. (a) Encuentre la ecuacion de las lineas de flujo del campo representado en la figura
7.1; (b) encuentre la ecuacién de la linea de flujo que pasa por el punto (—4,2) y grafiquela.

Solucién. (a) En este caso las lineas de flujo a(t) = (x(t), y(t)) satisfacen la ecuacién

—a(t) y(t) )
V0 + 20 2 + 20 )

a(t) = (#(1), §(1) = Flalt), y(t)) = (

es decir,
dz —x(t) dz y(t)

- 2(0) + 200

A oEz o N A

Dividiendo estas dos ecuaciones se tiene

de. @
dy g’
y separando variables,
dr dy
—+ —=0.
Z )
Integrando:
Inz+Iny=c =Inc (c1 : constante de integracion, ¢ = e™);
de aqui que
Ty = c.

Asi, las lineas de flujo son hipérbolas.
(b) La linea de flujo que pasa por (—4,2) es y = —8/z, que, parametrizada, es a(t) = (¢, —8/t). La
grafica se muestra en la figura 7.2. o

N X X
X X X
NN o=
- - =
X
NN s
S NNy y v & =
NN Y y ¥ ¥ ¥
NN\ Y V ¥ K ¥

Figura 7.2: Linea de flujo que pasa por el punto (—4,2)
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7.2 Gradiente, divergencia, rotacional

7.2.1 Gradiente

Definicién 7.2. Si f : A C R"™ — R es un campo escalar diferenciable, el gradiente de f, denotado
V f(z), es el campo vectorial

Notese que el gradiente de una campo escalar diferenciable f es simplemente la derivada de la
funcién f. El simbolo V se llama nabla; la expresion V f(z) se lee nabla de f en x. Nétese también

que V es un operador, a saber
0 0
==—...,— 7.1
v (8:{:1’ ’8a:n)’ (7.1)

que asocia un campo vectorial a cada campo escalar diferenciable f.

Observaciéon 7.1. Es conveniente recordar la interpretacion siguiente del campo vectorial gradien-
te.

Sea f : R® — R una funcién diferenciable. Consideremos la funcién ¢(t) = f(x + t¥), definida
al restringir la funcion f a la recta que pasa por el punto x en la direccion del vector unitario
U = (v1,v9,...,0,). ¢ es diferenciable al ser composicién de dos funciones diferenciables. Por la
regla de la cadena, la derivada de ¢ ent =0 es

$(0) = %f(:c 1) =t 2y = Vi) 7 (7.2)

t=0 5’x1 8%
Este numero se llama derivada direccional de f en el punto = en direccion del vector v. Nétese que
la derivada direccional de f alcanza su valor maximo cuando el angulo entre el vector vy el vector
V f(z) es cero. Asi, el vector gradiente en el punto x es el vector en el que la derivada direccional
de f alcanza su maximo valor.

La derivacion direccional es una generalizacion de la derivacion parcial en el sentido de que si U es el
j-ésimo vector de la base canénica de R" (es decir, si U es la j-ésima columna de la matriz identidad
de tamanio n x n,) entonces la derivada direccional es la j-ésima derivada parcial de f en x.

Se dice que un campo vectorial continuo F:ACR" - R"esun campo vectorial gradiente si existe
un campo escalar f : A — R de clase C', tal que F = Vf. En este caso se dice que f es una funcién
(o campo) potencial para F'.

7.2.2 Divergencia

Definicién 7.3. Sea ' = (Fy,..., F,) : A CR" — R" un campo vectorial diferenciable en A. La

divergencia del campo F en un punto x € A, denotada div F'(x), se define, formalmente, como
oF} 0F,

divF(z) = e T + oz, (7.3)
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Observacion 7.2. Nétese que la divergencia puede verse como una operacion que asocia un campo
escalar a cada campo vectorial diferenciable. La definicion 7.3 es formal en el sentido de que presenta
el concepto de divergencia mediante una formula, (7.3), que posiblemente no dice mucho ni desde
el punto de vista matematico ni desde el punto de vista fisico. Posteriormente, en la secciéon 9.5
(p. 133), después de estudiar el concepto de integracion de un campo vectorial sobre una superficie
(es decir, el concepto de flujo), daremos la definicién de divergencia, de la que se deducen tanto la
férmula (7.3) como la interpretacion fisica (o geométrica) de este concepto.

Observacién 7.3. En términos del operador V, formalmente se puede escribir
divF(z) =V - F(z).
Esta expresion es formal en el sentido de que se esta usando la formula para definir el producto

interior de dos vectores (o campos vectoriales), aiin cuando uno de ellos, el operador V, no es ni
vector ni campo vectorial.

7.2.3 Rotacional

Definicién 7.4. Consideremos un campo vectorial F = (F1, Fy, F3) diferenciable en un conjunto
abierto A C R®. El rotacional de F en un punto x = (1,1, x3), denotado por rot F(z), se define
formalmente mediante

ik
- - 0 0 0 0F; O0F, 0F, O0F3; 0F, OF;
F = F = = — — — . 4
rotF(z) =V x F(z) Ox, Oxy Oxg (81’2 Oxs Oxs  Ox; Oxy 81*2) (7:4)
Fy  F,  F3

Observacién 7.4. En el cason = 3 la condicién (4) del teorema 8.2 significa asi que rot F(x,y, z) =
(0,0,0) para todo (x,y,z) € A (ver el ejercicio 7.8). Se dice en este caso que el campo F es
irrotacional.

Observacion 7.5. La definicion de rotacional que hemos presentado puede verse como una ope-
racién que asocia un campo vectorial a cada campo vectorial diferenciabe en R3. Sin embargo, un
campo vectorial F(z1,x5) = (Fy(21,x2), Fo(21,x2)) en el plano puede verse de manera natural como
un campo vectorial en el espacio, por ejemplo F(zy, 24, x3) = (Fy, F5,0). Si F' es diferenciable en un
punto (29,29) entonces I es diferenciable en cualquier punto (29,29, 3), y al aplicar la definicién

(7.4) a F' obtenemos

~ oF: OF
rot F'(2%, 29, x3) = (O, 0, a—xf(x?, 79) — 8—x;(:c[1),mg)) : (7.5)

La tercera coordenada que aparece en el lado derecho de (7.5) se llama rotacional escalar del campo
F.

Observacién 7.6. En la seccién 9.5 (p. 133) daremos la definicién de rotacional.
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Las definiciones que hemos presentado de gradiente, grad = V, divergencia, div = V-, y rotacional,
rot = VX, satisfacen muchas propiedades ttiles. En particular satifacen

div(rotF) =V - (V x F) = 0; (7.6)
rot(gradf) =V x (Vf) =0. (7.7)

Ver identidades 17 y 18 en la subseccién siguiente.

Aunque la definicién 7.4 aplica solo a campos vectoriales en el espacio tridimensional, es posible
generalizar el concepto de rotacional a espacios de dimensién mayor que tres. En [11], por ejemplo,
se estudia, con base en octoniones, el rotacional en el espacio de dimension siete, y algunas de
sus aplicaciones. Sin embargo, para propodsitos de estas notas, es suficiente limitarnos al caso
tridimensional.

Un operador que actia sobre funciones f : R® — R y que desempefia un papel muy importante en
muchas leyes fisicas es el laplaciano, que se denota con V2, y que se define como la divergencia del
gradiente de f :
0? 0? 0?
Vif = ];+ £+ J; (7.8)
ox Jy 0z

7.2.4 Identidades del calculo vectorial

A continuacién apuntamos algunas de las férmulas que son 1tiles en el calculo con campos vec-
toriales, y que involucran a los cuatro operadores basicos, que son el gradiente, la divergencia, el
rotacional y el laplaciano.

1. V(f+9)=Vf+Vg

2. V(cf) = ¢V f, para cualquier constante ¢

(
(
(fg)=fVg+gVf
(
(

w
<

f19) = (gVf—fVg)/g°, en puntos z donde g(x) # 0

— —

F-G)=Fx(VxG) —(VxF)xG+(G-V)F+(F-V)G

6. V- (F+G)=V -F+V-G

7. V-(cﬁ) = ¢V - F, para cualquier constante ¢
8. V- (fF)=fV-F+F.Vf

9. V- (FxG)=G-(VxF)—F-(VxG)

10. Vx (F+G)=VxF+VxG

11. V x (cﬁ) =cV X ﬁ, para cualquier constante ¢
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12. Vx (fF)=fVXF+VfxF

—

13. VX (FxG)=F(V-G)—(V-F)G+(G-V)F - (F-

14. V3(f +9) = V?f+ Vg

15. V2(cf) = cV?f, para cualquier constante c
16. V*(fg) = fV?g+2Vf -Vg+ gVif

17. V- (VX F) =0

18. Vx (Vf)=0

19. V- (VfxVg)=0

20. V- (fVg—gVf)=fVig—gV*f

21. V x (Vx F)=V(V-F)—-V?F

Ejercicios

7.1. Sea a : R® — R una funcién suave y sea F' : R? — R® un campo vectorial suave. Demostrar que

div(a(z)F(z)) = Va(z) - F(z) + a(z)div F(z)

7.2. Dar un ejemplo de un campo de fuerzas no trivial ﬁ, y una curva no trivial v tales que el trabajo

total realizado a lo largo de la curva sea cero.

7.3. Probar que dos funciones de potencial para un mismo campo vectorial (definido en un abierto conexo)

difieren a lo sumo en una constante.

7.4. En cada caso, encontrar una funcién f, tal que Vf = F , 0 explicar por qué no existe tal f.

1. F=(2z+y% 2y +2?)
2. F= (m3, )

3. F = (ze, ye)

4 F = (y cosx,ysenz)
5. F = (ycosz, senx)
6. F = (m2y3,xy4)

7. F= (yz,zz, xY)
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7.5. Evaluar /(10964 — 2xy3) dz — 3z2y® dy, donde v es la parte de la curva z° — 5z2y? — 722 = 0, desde
v
(0,0) hasta (3,2).

7.6. Para cada campo F , calcular el trabajo realizado por una particula que se mueve desde el punto P
hasta el punto Q.

1. ﬁ = (yz,:):z,xy), P(1a072)7 Q(17273)

2. F= (eY,xe + senz,ycosz), P(0,0,0), Q(1,—1,3).

1

-z -y -z
3. F= , , . P(1,1,1), Q(4,5,6).
((x2+y2+22)3/2 (22 + 42 + 22)3/2 ($2+y2+22)3/2> ( ), Q( )

7.7. Comprobar que el campo F : R* — R3, definido por ﬁ(x, y,2) = (y,zcosyz + x,ycosyz), es campo
gradiente, y calcular una funcién potencial para F'.

7.8. Sea F un campo vectorial definido en un abierto de R®. Comprobar que se satisface la condicién de
oF; OF; . . =

=—=,1,7=1,2,3, si y solo si rot ' = 0.
al‘j 83)1

simetria del teorema 8.2

7.9. Verificar las formulas (7.7) y (7.6).
7.10. Sea o : [1,2] — R? la curva definida por o(t) = (et_l, senwt). Calcular la integral de linea
/ 2z cosy dr — 2% seny dy.
g
7.11. Demostrar que el campo gravitatorio de la tierra es irrotacional, y calcular una funcién de potencial.

7.12. Sea F(x,y,z) = (2zyz + senz, x?z, zy). Encontrar una funcién f, tal que Vf = F.

7.13. Calcular / F - ds, donde y(t) = (cos® t, sen’t,t1), y F es el campo del ejercicio 7.12.
v

7.14. Demostrar las identidades que aparecen en la subseccion 7.2.4.






Capitulo 8

Integral de linea de campos vectoriales

Ahora presentamos la definicién de integral de un campo vectorial sobre una curva.

8.1 Integrales de linea, trabajo

Definicién 8.1. Sea F' : A C R" — R"™, un campo vectorial continuo sobre la imagen de una curva
C' por pedazos « : [a,b] — R", con longitud finita. Se define la integral de linea de F sobre o por
la formula

/QF*- ds = /ab F(a(t)) - a(t) dt, (8.1)

donde F(a(t)) denota la restriccién del campo vectorial F a la curva a y F(a(t)) - &(t) denota el
producto escalar de F(«(t)) con &(t).

Si F = (Fy, Fy, ..., F,), donde F;, i = 1,2,...,n, son las funciones componentes de F vy at) =
(x1(t), xo(t), ..., xu(t)), t € [a,b] es una parametrizaciéon de la curva «, entonces

aft) = dz, dzs dx,,
o\ de T A de )

y, por tanto, el integrando en el lado derecho de (8.1) se puede escribir como sigue:

Fla(t)-a(t)dt = (Fi(a(t), Fa(a(t),..., Fa(a(t))) ( dftlv dd?’ o dftn) &

= Fdxy+ Foday + -+ F, dx,.

De modo que otra forma de escribir (8.1) es
/ﬁ-&s:/Fldx+F2dy+F3dz. (8.2)

A una expresién como Fy dz + Fydy + F3dz se le llama 1-forma diferencial.
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Observacién 8.1. Con relacién a (8.1), el término ds = &(t) dt se llama elemento vectorial de
longitud de arco (ver la observacién 6.3, p. 94).

Observacion 8.2. Si « es una curva cerrada, a (8.1) se le llama, a veces, circulacién del campo F’
alrededor de a.

La interpretacion fisica de la integral de linea es la siguiente. Consideremos F:R®— R?, un campo
de fuerzas en el espacio tridimensional y una particula p (por ejemplo, una carga pequena inmersa
en un campo eléctrico, o una masa pequena en un campo gravitatorio) que estd sujeta a esta fuerza
y se mueve a lo largo de un curva « : [a,b] — R®, mientras F acttia sobre ella. Supongamos que
interesa tener una férmula para calcular el trabajo realizado por el campo F sobre la particula p. Si
a fuera un segmento de linea recta equivalente a un vector d y F' fuera constante sobre «, entonces
el trabajo realizado por F' al mover p sobre d es el producto escalar

trabajo realizado por F=F. d,

es decir, el producto de la intensidad de la fuerza por el desplazamiento en la direccion de la
fuerza. En el caso general en que la curva a no es recta ni la fuerza F' constante, puede aproximar
la curva « por una curva poligonal, tal que sobre cada uno de los segmentos rectos la fuerza es
aproximadamente constante. Al tomar la suma de los productos de F(a(t)) - &(t), es decir, los
trabajos realizados sobre cada uno de esos segmentos rectos que contienen el punto «a(t) y que
tienen la direccién de la tangente a « en ese punto, &(t), podemos obtener la fuerza total realizada
por F sobre p al moverla a lo largo de . Asi se obtiene la férmula siguiente:

—

b
trabajo realizado por F' = / F(a(t)) - a(t) dt,

que es, precisamente, la definicion de integral de linea.
Ejemplo 8.1. (a) Si F(x,y,z) = (x,y, 2) y o es la hélice a(t) = (cost, sent,t), 0 < t < 2, calcular
la integral de linea /ﬁ ds. (b) Calcular /332 dx + zy dy + dz donde o(t) = (x(t),y(t), 2(t)) =

«
(t,t%,1), con 0 <t < 1.

Solucién. (a)

/(lﬁ- s = /abﬁ(a(t))-a(t)dt

21
= / (cost, sent,t)-(—sent,cost,1) dt
0

. ~/
-~ -~

—F(a(t)) —a(t)

27
= / (—costsent + costsent + t) dt
0

21 2
— / tdt = =
; 2
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(b) Con x(t) = t, y(t) = t* y 2(t) = 1 obtenemos dx = dt, dy = 2tdt y dz = 0. Entonces

11

1 1
/:c2dx+xydy+ dz:/ t2dt+t3(2tdt)+0dt:/ (t2+2t4)dt:1—5. &
o 0 0

8.2 Independencia de la integral de linea
bajo reparametrizaciones

Las integrales de linea (tanto de funciones escalares como de campos vectoriales) son invariantes
respecto de reparametrizaciones de la curva.

Proposicién 8.1. Sean « : [a,b] — R" C R" una curva C' por pedazos, y § : [c,d] — R" una
reparametrizacion de «. Entonces, para toda funcion f : A — R se tiene que

/Qfds=/ﬂfds,

y para todo campo vectorial F:A- R, se tiene que, o bien
/ F.ds= / F. CTS, si 8 preserva la orientacion,
B «

o bien

/ﬁ ds = —/ﬁ JS, si B invierte la orientacion.
B «

Demostracién. Por hipétesis existe una biyeccion h : [c,d] — [a,b] de clase C*, tal que 8 = a o h;
por la regla de la cadena se tiene 3(t) = a(h(t))h(t).

En el caso de integral de una funcion escalar, tanto si h preserva la orientacién como si la invierte,
se tiene que

FBENIBOI = Flard)Iah®)b] = flalh@))lah@)IlAb)],

de donde, aplicando el teorema de cambio de variables, podemos concluir que

/afds:/ﬁfds.

En el caso en el que F' es un campo vectorial tenemos

— — d — .
/F- ds :/ F(a(h(t))) - a(h(t))h(t)dt.
8 c
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Entonces, si h conserva la orientacién, |h(t)| = h(t) para todo t, y aplicando el teorema de cambio
de variables, obtenemos que

/QF“- ds = /ab F(a(s)) - éu(s)ds = /h:)d) F(a(s)) - é(s)ds

:/ ﬁ(a(h(t)))-o’z(h(t))h(t)dt:/ﬁF- ds.

Por otra parte, si h invierte la orientacién, entonces |h(t)] = —h(t), y en este caso tenemos

o h(c) . . d N . .
/QF- ds = /h(d) F(a(s)) - a(s)ds = /C F(a(h(t))) - a(h(t)|h(t)|dt

d N - —
:_/ Fa(h(t))) - a(h(t))h(t) dt:/F- ds. O
c B

La proposicién 8.1 es muy tutil en la practica, pues nos permite usar cualquier reparametrizacion de
una curva para calcular una integral a lo largo de él.

Definicién 8.2. Se dice que C' C R" es una curva simple si C' es la traza de una curva inyectiva, es
decir, si existe una curva « : [a,b] — R" inyectiva, tal que «([a,b]) = C. Es decir, una curva simple
es la traza de una curva que no se corta a si misma. Los puntos p = «(a) y ¢ = a(b) se llaman los
extremos de la curva simple C.

Notese que estos extremos son los mismos para cualquier reparametrizacion de «, solo puede cambiar
el sentido en que se recorre C, o bien p es el punto inicial de o y ¢ su punto final, o bien es al revés.
Por tanto, toda curva simple con extremos p y ¢ tiene dos posibles orientaciones o direcciones: C
puede estar dirigida, o bien de p a ¢, o bien de ¢ a p. La curva C| junto con una de estas dos
orientaciones, se dice que es una curva simple orientada.

Definicién 8.3. Se dice que C' C R" es una curva cerrada simple si existe una curva o : [a, b] — R",
tal que a([a,b]) = C, a(a) = a(b), y «v es inyectiva en el intervalo [a,b). Si «a satisface la condicion
a(a) = a(b), pero no es necesariamente inyectiva en [a,b), se dice solamente que C' = «([a,b]) es
una curva cerrada.

Como en el caso anterior, hay dos posibles orientaciones para una curva cerrada simple, dependiendo
del sentido en que esta se recorre. La curva C', junto con una de estas dos orientaciones, se dice que
es una curva cerrada simple orientada.

Si C' € A C R" es una curva simple orientada o una curva cerrada simple orientada, y F': A — R"
es un campo vectorial, puede definirse sin lugar a ambigiiedades la integral de linea de F' a lo largo

de C, [ F'- ds; basta elegir cualquier parametrizaciéon a de C' que conserve su orientacién, y poner

C
/ﬁ-(fs:/ﬁ-cfs;
C o
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la proposicién 8.1 nos garantiza que / F - ds vale lo mismo para cualquier parametrizacion « de

«
C' que conserve su orientacién. Analogamente, si f: A — R es un campo escalar, se define

/Cfds:/(lfds,

donde « es cualquier parametrizacion de C' que conserve su orientacion.

Observacion 8.3. Debe notarse que en todo lo anterior es fundamental el hecho de que las curvas
son simples (es decir, inyectivas, salvo quizds en un punto a lo sumo). Es posible que dos curvas «
v [ tengan como imagen la misma curva e induzcan la misma orientacion sobre ella, y sin embargo,
F.ds =+ /ﬁ CTS; por ejemplo, esto sucede para a(t) = (cost, sent,0) y B(t) = (cos 2t, sen2t,0),
a B
0 <t < 2m con F(x,y,z) = (y,0,0). Claramente « y [ tienen la misma imagen, a saber la
circunferencia unidad C, que es una curva cerrada simple, y la recorren en el mismo sentido, pero
mientras que « lo hace solo una vez y por tanto, es una parametrizacion de la curva cerrada simple
C, B la recorre dos veces; en particular,  no es inyectiva y no vale como parametrizacion de la
curva cerrada simple C.

Si o es una curva simple orientada, o una curva cerrada simple orientada, denotaremos por o~ la
misma curva, pero con la orientacion opuesta (ver la observacién 6.2, p. 92). Por otra parte, si «
estd compuesta de varias curvas simples (posiblemente cerradas) orientadas a, . . ., oy, recorridas de
forma sucesiva, tales que el punto final de cada una de ellas es el inicial de la siguiente, denotaremos
a = aq + -+ + . De hecho, dados varias curvas (quizas cerradas) simples orientadas as, .. ., ag,
podemos incluso eliminar la restriccion de que el punto inicial de «; sea el inicial de a;,1, y definir
formalmente la suma de curvas o = oy + - - - + a4, e incluso también la diferencia de curvas como
la suma de una con la otra orientada al revés, es decir, oy — ag = a1 + @ .

Definicién 8.4. Sia=a1+---+ap y F: A— R" es un campo vectorial continuo, se define

/ﬁ-JSZ/ ﬁ-Js+/ ﬁ-&’s+...+/ Pods
[e% [e%1 a2 (093

En consecuencia se define también

/ ﬁ-Js:/ ﬁ.d;_/ 7o ds.
a1+a2_ (651 a2

Foérmulas similares se tienen para definir la integral de linea de un campo escalar f : ACR" — R :

/afds:Llfds+AQfds+...+Akfds,
/almgfds:/mfds—/%fds.
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El hecho de poder representar una curva o como “suma de curvas’ «; tiene la conveniencia de
que, a menudo, resulta mas facil parametrizar dichas curvas componentes «; una por una que
parametrizar « directamente. Por ejemplo, si « es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0),(0,1) y (1,1)

en R?, orientado segin el orden de dichos vértices, para calcular [ F - ds es més facil evaluar
[e%

/ F- d_:9, donde «; es cada segmento del cuadrado, y después sumar estas cuatro integrales de
a;

linea.

En el ejemplo siguiente se ilustran varias de las ideas expuestas en esta seccion.

Ejemplo 8.2. Considere los puntos P(1,0,1), Q(2,3,2) y R(—1,—2,5) y sea « la trayectoria que
consiste del segmento recto PQ unido con el segmento recto QR Calcule la integral de linea

/zdx+(x+2y)dy+:z:zdz.

Solucién. De acuerdo con la definicién 8.4 podemos representar la curva a como o = a1 + ag, donde
o es el segmento recto que une a P con (), y as es el segmento recto que une a () con R.

Por la proposicion 8.1, para efectos de calcular la integral de linea que se pide, no importa cémo se
parametricen los segmentos ay y as. Escribiremos

ar(t)=P+t(Q—P)=(1+1t3t,1+¢), 0<t<1,
) =Q+t(R—Q)=(2—-3t,3-5t,2+3t), 0<t<1.
Asi,

/zdx+(x+2y)dy+xzdz = /zdx+(w+2y)dy+azzdz—l—/ zdx + (z+2y)dy + xzdz
o aq

a2

= /1[(1+t)dt+(1+7t)3dt+(1+t)2dt]
+ /1[(2 +3t)(=3dt) + (8 — 13t)(=5dt) + (4 — 9t*)3 d¢|

1 1
= /(5+24t+t2)dt+/(—34+56t—27t2)dt:—
0 0

El mismo resultado se obtiene si « se parametriza como una funcién continua en ¢ :

a(t) = (1+1¢,3t,1+1) si0<t<l,
| (5-3t,8—5t,—1+3t) sil<t<2

En este caso obtenemos

/zdaz‘+(&:+2y)dy+xzdz:/1[(1+t)dt—|—(1+7t)dt+(1+t)2dt]+
/1[(—1 +3t)(=3dt) + (21 — 13t)(=5d¢t) + (=5 + 18t — 9t*)(3 dt)]

1 2
2/ (5+24t+t2)dt+/ (—117+110t—27t2)dt:; &
0 1
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8.3 Integracion de campos gradientes

Teorema 8.1. Sean f : A C R" — R un campo escalar de clase C', y a : [a,b] — R" es una curva
C! por pedazos. Entonces

/ Vf - ds = f(a(b)) - f(ola)).

Demostracién. Consideremos la funcién g : [a, b] — R definida por g(t) = f(«(t)), cuya derivada es
9(t) = Vf(a(t)) - a(t).

Aplicando el teorema fundamental del calculo a esta funcién g, obtenemos:

F(a(b)) - flala) = g(b) — gla) = / o) dt

:/abe(a<t>>.a<t)dt:/abe-cTs. O

Del teorema 8.1 se deduce que si F : A C R” — R” es un campo vectorial gradiente y f: A — R"
una funcién potencial de F, entonces, para todo par de puntos p,q € A y para toda curva C' por
pedazos « con traza contenida en A y que comience en p y acabe en ¢, se tiene

[ Fds= 1@ - 1)

Observacién 8.4. No todo campo vectorial F': A CR" — R" es un campo gradiente. El teorema
8.1 proporciona un criterio para decidir si un campo no es gradiente: basta encontrar dos curvas 7y,

¥V 72, con los mismos puntos inicial y final, a lo largo de las cuales las integrales de linea F - ds
(63]

v / F - ds toman valores diferentes.
a2

Ejemplo 8.3. Sea I : R® — R? el campo vectorial definido por ﬁ(z,y, z) = (y,xy, z). Probar que
no existe funcién f : R* = R, tal que V.f = F.

Solucién. Consideremos los puntos P(0,0,0) y Q(1,1,1). Las curvas ay(t) = (¢t,t,t), 0 <t < 1,y

£,0,0 si0<t <1,

(L,L1—t,1—1) sil<t<?2 unen a los puntos Py (). Pero

1 1
- 4
/F-ds:/(t,t2,t)-(1,1,1)dt:/(2t+t2)dt:—,
a1 0 0 3

mientras que

1 2 2
/F-(ifs:/(0,0,0)-(1,0,0)dt+/(1—t,1—t,l—t)-(O,—l,—l)dt:—2/(1—t)dt:1.
a2 0 1 1
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El teorema 8.1 implica que F' no es campo gradiente. &

De hecho, la condicién de independencia de la trayectoria que nos da el teorema 8.1 no solo es
necesaria; también es suficiente (al menos cuando el dominio A tiene una forma sencilla). El siguiente
resultado complementa el teorema 8.1, caracterizando los campos gradientes como aquellos campos
vectoriales para los que las integrales de linea solo dependen de los puntos inicial y final de la curva
sobre la que se integran, o también, si el dominio sobre el que estan definidos es convexo, como
aquellos cuyas componentes tienen derivadas parciales que satisfacen una condicion de simetria.

Definicién 8.5. Sea F' : A CR" — R" un campo vectorial continuo, y sea « : [a,b] — A una curva
C! por pedazos. Se dice que / F - ds es independiente de la curva (o de la trayectoria) «, si para

cualquier curva 3 : [c,d] — R", C' por pedazos, se tiene que

/ﬁ-JSZ/ﬁ-Js.
o B8

Teorema 8.2. Sea A un abierto de R" y F': A — R" un campo vectorial continuo. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. F es un campo gradiente, es decir, existe una funcién potencial f : A — R de clase C', tal

que F =V,

2. /ﬁ ds =0 para toda curva cerrada «;
(0%

3. /ﬁ ds es independiente de la trayectoria c.
(0%

Si ademds F es de clase C' y A es un conjunto abierto y convexo, las afirmaciones anteriores
también equivalen a la siguiente:

4. Para todosi,j = 1,...,n se tiene que

OF,  OF,
&vj N (91’2

De un campo F que satisfaga una de estas propiedades (y por tanto todas), se dice que es un
campo conservativo.

Demostracion.
(1) = (2): Es consecuencia del teorema 8.1.

(2) = (3): Sean « : [ay,b1] — R™ y 75 : [ag, by] — R™ dos curvas C' por pedazos con el mismo
comienzo p = a(ay) = f(az) y el mismo final ¢ = a(by) = B(b2). Entonces, si —f es la curva inversa
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a [3, se tiene que v = a+(—f) = a— [ es una curva cerrada en A; luego, por hipétesis, /ﬁ s = 0.

~
/F'JS:/F'JS+/ﬁ-JSZ/ﬁ-JS—/F'JS,
v o B o B

ﬁ-(fs:/F-(fs.
B

Pero

y se deduce que /

(3) = (1): sea a € A. No hay pérdida de generalidad en suponer que A es conexo (si no lo fuera
podriamos trabajar en cada una de sus componentes conexas). Como A es un abierto de R", resulta
que A es conexo poligonalmente; en particular, A es conexo por curvas C' por pedazos. Asi, dado
cualquier € A, podemos escoger un curva C' por pedazos 7, : [0,1] — R", tal que v,(0) = a y
7z(1) = 2. Definamos entonces f : A — R por

f@%i/ﬁ-&

para cada x € A. Por la condicién (3), debe ser claro que la definicién de f no depende de la eleccién
de 7,. Veamos que f es diferenciable en A y que Vf(x) = F(z) para cada x € A. Fijemos x € A.

Como F es continuo en z, dado £ > 0 existe § > 0, tal que si ||h|| < 6, entonces Hﬁ(x +h) — F(z) H <

e. Nétese que, por la condicién (3), si o denota el segmento [z, x + h|, entonces

/ﬁwﬂ+/ﬁwﬁ:/ ﬁ-}:/ P ds.
Y Yo YzUo Yz +h

dado que 7, + h y 7, Uo son curvas que empiezan en a y terminan en x + h. Entonces tenemos que

—

f(x—i—h)—f(x):/%ﬁ-crs—/ F- ds
Y Y

1
o 0

A%ﬁ@+ﬁ0—ﬁ@»%ﬁ4

y por tanto,
[z +h) = f(2) = Fla) - b =

1
g/\
0

para todo h tal que ||h|| < 0. Esto prueba que f es diferenciable en x y V f(x) = F(z).

1
Fa+th) = F@)| - bl de < [ <l de =< la)
0

(1) = (4): Si Vf = F (es decir, gf' =F,i=1,...,n)y F es C!, entonces f es de clase C?,
o’f O*f
&I;i&vj N 8@8;1:/
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lo que significa que

or _or
6.%'1' N 8:1:]-'

(4) = (1): Fijemos un punto a € A. Para cada x € A, sea o, el segmento que une a con z,
o,(t) =tr +(1—1t)a, te]0,1].

La traza de o, esta dentro de A por ser este conjunto convexo. Definamos f: A — R por

para cada € A. Tenemos que comprobar que V f(x) = F(x), es decir,

5, (7) = E5(2)

para cada x € A,j = 1,...,n. Por la férmula de derivacion bajo el signo integral (ver 8.5) y la
hipétesis de simetria de las derivadas, e integrando por partes al final, tenemos que

gi(x) = o </ ZFj(a—l—t(x—a))(xj—aj)dt)

=/l(
:/(

= /1 tVF(a+t(x —a)(z; —a;))dt + /lﬂ(a—i-t(a; —a))dt

)(; —%))) +E(a+t(w—a))] dt

)(x; —aj))> dt+/0 Fila+t(x —a))dt

1

= Fi(z)— [ F(a+t(z—a)(z; —aj))dt—i—/o Fila+t(x —a))dt

que es lo que queriamos. [

Observacion 8.5. Cuando F(xy,x3) = (Fi(x1,22), Fy(z1,22)) es un campo vectorial definido en
un abierto del plano R?| Ia condicién (4) del teorema 8.2 significa simplemente que

0Fy O0F,

Oy Oxy’
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Observacion 8.6. La prueba de la parte (1) <= (4) del teorema 8.2 muestra que la hipdtesis de
que A sea convexo puede sustituirse por una mas débil, por ejemplo, que A sea un abierto estrellado,
es decir, que exista un punto a € A, tal que para cualquier otro punto x € A el segmento |a, x] estd
contenido en A. Sin embargo, el teorema 8.2 no es cierto para todo conjunto abierto A; si A no es
simplemente conexo, entonces el enunciado del teorema no es cierto en general, como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.4. Sean A =R?\ 0, y F: A — R? definido por

ﬁ(x,w:(P,Q):( @ )

x2_|_y2’$2_‘_y2

Comprobar que
or _ 2
oy  Ox

en A, y que sin embargo F' no es un campo gradiente.

Solucion. 5 , )
—y P Yy —x
P — = =_Z =
x Q) 2 _ g2
Qz,y) = — =Y

22 + 12 or (22 +y?)?

Sea «(t) = (cost, sent), para 0 <t < 27. Entonces

2m 2w
/F-dSZ/ (—sent,cost)-(—sent,cost)dt:/ dt = 2.
o 0 0

Por el teorema 8.2, se concluye que F 1o es un campo gradiente. &

No obstante, en R? las cosas son un poco diferentes: puede probarse que si F esun campo vectorial
de clase C', definido en todo R?, salvo quizds una cantidad finita de puntos, entonces las cuatro
condiciones del teorema 8.2 son equivalentes. Por ejemplo, para el campo gravitatorio de la tierra,

definido por
- —GMm
Ia —

)3/2 (x7 y7z)7

y que tiene una singularidad en el origen, el teorema es valido.

Ejercicios

8.1. Consideremos la fuerza F(x,y,z) = (x,y,z). Calcular el trabajo realizado al mover una particula
sobre la pardbola y = 2%,z = 0, desde x = 1 hasta © = 2.
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8.2. Una particula se mueve del punto P(1,1) al punto Q(4,8), a lo largo de la curva v(t) = (t2,t%), sujeta

al campo de fuerzas F (z,y) = (332, sen y) . Calcular el trabajo realizado.

8.3. Una particula se mueve a lo largo del segmento que une P(1,1) con Q(2,5), sujeta al campo de fuerzas

ﬁ(x, y) = <:1:2 _T_ 7 —?T—y2> . Calcular el trabajo realizado.

8.4. Una particula se mueve a lo largo del arco de parabola y(t) = (t,t?), 0 < t < 1, sujeta al campo de

- 1 —1
fuerzas F(z,y) = (y—i—l’ 1

) . Calcular el trabajo realizado.

8.5. Una particula se mueve a lo largo del segmento recto que une P(0,0,0) con Q(3,6,10), sujeta al
campo de fuerzas F(x,y,z) = (wQ, v, z2) . Calcular el trabajo realizado.

8.6. Una particula se mueve de P(1,1,1) a Q(2,4,8), a lo largo de la curva y(t) = (t,t2,t3), sujeta al
campo de fuerzas F(x,y,z) = (senx, seny, senz). Calcular el trabajo realizado.

8.7. Una particula se mueve de P(1,0,0) a Q(—1,0,7), a lo largo de la curva v(t) = (cost, sent,t), sujeta
al campo de fuerzas F(z,y,z) = (yz, 2, mz) . Calcular el trabajo realizado.



Capitulo 9

Integracion sobre superficies

9.1 El concepto de superficie

De manera intuitiva, una superficie en el espacio euclidiano tridimensional es un conjunto de puntos
S C R? que se puede poner en correspondencia biyectiva con una regién D C R? conexa, con interior
no vacio. Asi, una superficie es el andlogo bidimensional de una curva en el espacio. Sin embargo,
las superficies son objetos mucho mas complicados que las curvas En estas notas tomaremos la
definicion siguiente.

Definicién 9.1. Se dice que un conjunto S de R® es una superficie parametrizada reqular si existen
un conjunto abierto D de R?, tal que 0D es una curva cerrada simple regular por pedazos, y una
funcién ® : D — R? inyectiva y de clase C*, tal que su diferencial ®'(u, v) tiene rango dos para todo
(u,v) € D, y ademds, S = ®(D). En este caso diremos que ¢ es una parametrizacion de S.

(Y

u

xT

Figura 9.1: Una superficie S en R?

Evidentemente, una misma superficie paramétrica simple S puede tener varias parametrizaciones
diferentes.

Ejemplo 9.1. Escriba dos parametrizaciones del paraboloide hiperbdlico z = x? — 2.

Solucién. Una parametrizacion es

®(u,v) = (u,v,u® —v?), (u,v) € D = R?;
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otra es
P (u,v) = (v/u coshv, /u senhv, u), u>0,veR. O

Si ®(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), entonces u y v son los pardmetros y las funciones x,y y z son
las funciones coordenadas de la parametrizacién. En este caso, el diferencial @’ es

Ox ox
%(U,U) %(U,U)

/ 0 0

O (u,v) = @—z(u,v) a—i(u,v) . (9.1)
% 0z

Si® : D c R? - R? es una parametrizacién de una superficie S y o : I € R — D es una
parametriazcién de una curva en D, donde I es un intervalo, entonces f = ® o : I — R3 es una
parametrizacién de una curva sobre la superficie S.

Toda parametrizacién ® de una superficie tiene asociadas de manera natural dos familias de curvas
particularmente tutiles.

Definicién 9.2. Si ® : D C R? — R? es una parametrizacién de una superficie S y si (ug,vo) € D,
las curvas
u— D (u, vp), v = P(ug,v) (9.2)

se llaman curvas u- y v-paramétricas, respectivamente.

vo

uo

Figura 9.2: Curvas paramétricas

Los vectores tangentes las curvas u- y v-paramétricas, (ver observacion 6.1, p. 89), que denotaremos
con ¢, y ®,, respectivamente, son la primera y segunda columnas, respectivamente, de la matriz ®'.
Los vectores @, y @, se llaman wvectores de velocidad parcial o, simplemente, velocidades parciales
de la parametrizaciéon ®. Ver figura 9.3.

Entonces la condicién de regularidad (es decir, que el diferencial ®'(u,v) tenga rango dos para todo
(u,v) € D) se puede formular pidiendo que los vectores de velocidad parciales sean linealmente
independientes, o, equivalentemente, que ®,(u,v) x ®,(u,v) # 0.

Como los vectores ¢, y &, son tangentes a la superficie en el punto p = ®(ug, vg), se concluye que el
vector @, (ug, vg) X Dy(ug,vg) = (P, X Dy)(ug, vo), lamado a veces producto vectorial fundamental,
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Figura 9.3: Las velocidades parciales

es perpendicular a .S en p y, por tanto, es el vector normal al plano tangente a S en p, que se denota
con T,S. Denotaremos al vector normal en (ug, vg) con N (ug,vp) :

N(UQ, Uo) = (I)u(UQ, 1)0) X (IDU(UO, Uo).
Entonces la condicién de regularidad de una superficie S se puede reformular pidiendo que en cada
punto p € S exista un plano tangente 7,,S. La ecuacién del plano tangente en p = ®(ug, vp) es

—

[(l’,y, Z) - (I)(UO7UO>] ' N(u07UO) = 0. (93)

Observaciéon 9.1. Es importante notar la diferencia entre las dos descripciones de regularidad que
se han presentado. La condicién de que ®y(u,v) X ®,(u,v) # 0 es dependiente de la parametrizacién
®, mientras que la condicion de regularidad en p € S que pide la existencia de un plano tangente
T,S no depende de la parametrizacion. Insistiremos sobre esta cuestion un poco mds adelante,
cuando veamos el ejemplo de la esfera.

9.2 Algunos ejemplos de superficies

Presentamos ahora varios ejemplos de superficies.

(a) Superficies definidas explicitamente
Una funcién de la forma z = f(z,y) con (x,y) € D C R? representa una superficie que se

puede parametrizar como

O(u,v) = (u,v, f(u,v)) con (u,v) € D C R?. (9.4)

Si f es diferenciable, entonces la superficie en cuestion es regular, pues

—

N(u,v) = (= fa(u,v), _fy(uv v),1). (9.5)

Por supuesto, las mismas consideraciones se aplican para funciones de la forma y = f(z, z) o

x = f(y, 2).
(b) Superficies definidas implicitamente

Esta es una situacién més general que la anterior. Una ecuacién de la forma F(x,y,z) = 0
se llama ecuacion tmplicita, si ninguna de las variables, x, y o z aparece en forma explicita,
es decir, “despejada” en la ecuacién. El teorema de la funcién implicita nos ayuda a decir
cuando una ecuacion implicita define localmente una superficie.
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Teorema 9.1. Si la funcién F : Q C R?® — R es continuamente diferenciable en la vecindad
de un punto (xo, Yo, 20) € S para el que F(xq,yo,20) = 0 y si alguna de las derivadas parciales
F,, F, o F, no se anula en (x, yo, 20), entonces existe una vecindad V de (xo, yo, z0) en R?
tal que, el conjunto

M ={(z,y,2) e ANV, F(x,y,2) =0}

es una superficie y admite una parametrizacion regular.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supéngase que F,(xg, 4o, 20) # 0. Por el teorema
de la funcién implicita, existe una vecindad V' de (xo,yo, 20) en la que la coordenada z de
los puntos que satisfacen la ecuacion F, (g, yo, z0) = 0 se puede escribir como funcién de las
coordenadas x y y: z = f(z,y), donde f es una funcién continuamente diferenciable. Las
derivadas parciales de f son f, = —F,/F, y f, = —F,/F.. Entonces ®(u,v) = (u, v, f(u,v))
es una parametrizacién de una superficie S. De aqui se ve que la superficie S es regular. 0

Superficies de revolucién

Una superficie de revolucion es la generada por una curva plana ~, llamada generatriz, cuando
gira alrededor de una recta fija §, llamada directriz o eje de revolucion, contenida en el mismo
plano de la generatriz. Al girar alrededor del eje de revolucién, cada punto P de la generatriz
describira una circunferencia. Esto se ilustra en la figura 9.4.

«——— 0 : Directiz

Generatriz

v(u) = (h(u),0, g(u)) Paralelos

Figura 9.4: Una superficie de revoluciéon

A las circunferencias generadas por los puntos de la generatriz se les llama paralelos y a las
diferentes posiciones de la generatriz, meridianos.

Supongamos ahora que la generatriz es de la forma y(u) = (h(u), 0, g(u)), donde el pardmetro
u toma valores en algin intervalo, digamos [a, b], y que la directriz ¢ es el eje z; entonces para
cada u en [a, b] se generara una circunferencia de radio h(u) que se mantendra a una distancia
g(u) del plano z = 0 y cuyo centro sera (0,0, g(u)). Si el pardmetro de esta circunferencia lo
denotamos con v, la parametrizacién de la superficie de revolucion sera:

O (u,v) = (h(u) cosv, h(u)senv, g(u)), w € [a,b], v e |0,2n]. (9.6)

Intercambiando los papeles de u y de v, construimos otra parametrizacién: hacemos 7(v) =
(h(v),0,g(v)) y la giramos alrededor del eje z para obtener
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O (u,v) = (h(v) cosu, h(v)senu, g(v)), wu€l0,2n], v € [a,bl.

Debe ser claro que si la generatriz estd en otro plano de coordenadas y el eje de rotacién es otro
eje de coordenadas en ese plano, siguiendo este procedimiento podemos encontrar ecuaciones
semejantes.

Por otra parte, si contamos con la representacién cartesiana de la generatriz v : f(z,2) = 0,
y = 0, como al girar alrededor del eje z esta coordenada no se altera y el valor de x se convierte
en el radio del paralelo (circunferencia) correspondiente, basta con sustituir x por \/x? + y?
en la ecuacién de la generatriz para obtener la ecuacion de la superficie de revolucion:

F(z,y,2) = f(\/22+y%,2z) =0.

Dos ejemplos concretos de superficies de revolucién importantes son los siguientes.

(i) La esfera es una superficie de revolucién, pues si tomamos como generatriz la semicir-
cunferencia y(u) = (Rcosu,0, Rsenu), R > 0, u € [-n/2,7/2] y la giramos alrededor
del eje z, tomando v en [—7, 7], obtenemos la parametrizacién de la esfera

O (u,v) = (Rcosucosv, Rcosusenv, Rsenu),
(9.7)

c [ T 7T:| e ]
ueE |[—=, = vE |[— )
2 ) 2 ) Tr? m
En este caso, u y v son las llamadas coordenadas geogrdficas, u es la latitudy v la longitud,
tal como se miden para localizar un punto sobre el globo terrestre. La figura 9.5 ilustra

esta parametrizacion.

v

(—m/2,m) (m/2,m) generatriz v (= ®(u, 0))
(u,v) o
—
Yy
Ecuador
(—m/2,—7) | (n/2,—7) x ®(0,v)

Figura 9.5: Parametrizacién de una esfera

Para la parametrizacién (9.7) encontramos que

O, (u,v) = —R(senucosv, senusenv,—cosv),
®,(u,v) = —R(cosusenv,—cosucosuv,0),
)

(P, x D) (u,v — R? cos u(cos u cos v, cos usen v, sen u).

Para la parametrizacién (9.7) los puntos ® (£7/2,v) pueden describirse como los polos,
norte y sur, de la esfera. Nétese que en estos puntos se tiene que N (£7/2,v) = (P, x
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(i)

®,,) (£7/2,v) = 0. Pero de esto no se puede concluir que, en los polos, la esfera no es
regular. Obviamente, la esfera es regular en todos sus puntos, pues en cualquiera de ellos
existe un plano tangente. La aparente contradiccion se puede resolver encontrando otra
parametrizaciéon de la esfera para la que los polos norte y sur sean puntos regulares. Esta
parametrizacién puede ser, por ejemplo, ®(u,v) = (Rcosucosv, Rsenu, Rcosusenv),
(u,v) € [-m/2,7/2] x [0, 27]. &

Un toro (del latin torus) es la superficie de revolucién que se obtiene cuando un circulo
rota alrededor de una recta que no lo intersecta.
Supongamos que la generatriz estd parametrizada en la forma
v(u) = (R+rcosu,0,rsenwu), donde wu € [0,2w], con R >r.
Entonces la parametrizacion del toro resulta

O (u,v) = ((R+7rcosu) cosv, (R+rcosu)senv,rsenu), (u,v) € [0,27] x[0,27]. (9.8)

Los detalles de esta parametrizacion se ilustran en la figura 9.6.

directriz ¢

generatriz vy

Figura 9.6: Parametrizacién de un toro

Para la parametrizacién (9.8), se obtiene
(P, x D) (u,v) = —(R + rcosu)(Rcosucosv, Rcosusinv, rsinu),

y, de la suposicién R > r se concluye que (®, x ®,)(u,v) # 0 para (u,v) € [0,27] x

[0, 27]. O

(d) Una superficie reglada se obtiene cuando una recta (o un segmento de recta), llamada ge-

neratriz, se desplaza continuamente sobre una curva, llamada base de la superficie. De esta
manera, por cada punto de una superficie reglada pasa una recta, llamada regla, totalmente
contenida en la superficie. En otras palabras, una superficie reglada se obtiene al asignar un
campo vectorial continuo sobre una curva.

La parametrizacién de una superficie reglada es

D (u,v) = vy(u) + va(u). (9.9)
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Si pensamos que, con cada valor de u se generan un punto, y(u) y un vector de direccion,
a(u), entonces (9.9) es la parametrizacion de la recta que pasa por y(u) en direccién del vector
a(u). El pardmetro de la recta es v.

La condicién de regularidad es N(u,v) = (v/(u) + v/ (u)) x a(u) # 0.
(e) Casos particulares de superficies regladas:

(i) los cilindros, que se obtienen tomando a(u) = p (lo cual significa que todas las reglas
son paralelas);

(ii) los conos, que se obtienen haciendo v(u) = ¢ (es decir, todas las reglas pasan por un
punto fijo).

9.3 El area de una superficie

Para encontrar el drea de (una porcién de) una superficie procedemos de la manera usual; es
decir, calculamos el drea mediante un proceso limite de sumas de Riemann. Sea ® : D — R3
una parametrizacién de una superficie S y supongamos que D es el rectdangulo D = [a,b] X [c, d].
Dividamos el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud, Awu, mediante los puntos a =
Ug, U1, U, - .., U, = by el intervalo [c,d] en m subintervalos de igual longitud, Av, mediante los
puntos ¢ = v, vq, Vg, ..., v, = d. Esta particién de los intervalos [a,b] y [¢, d] genera una particién
(es decir, una malla rectangular) en D. La imagen de esta malla bajo ® es una malla curvilinea
sobre la superficie S (ver figura 9.2, p. 122). Cada uno de los nm rectangulos curvos sobre la
superficie es ahora aproximado por un pequeno paralelogramo tangente a la superficie generado por
los vectores Au®, y Av®,. El area de cada uno de estos paralelogramos es

|Aud, x Avd, || = ||P, x O, ||AuAwv,

donde las cantidades involucradas se evalian en el vértice de los vectores Au®, y Av®,. Finalmente,
se suman todas estas dreas (obteniendo asi una suma de Riemann) y se toma el limite cuando
n,m — oo. Se obtiene que el area A de la imagen de D bajo ® es

A= //D (@, x @,)(u, v)]| dudv. (9.10)

Ejemplo 9.2. Encuentre el drea de una superficie de revolucién (9.6) (p. 124), y use el resultado
para calcular el drea de un toro parametrizado por (9.8) (p. 126).

Solucién. Para la parametrizacién ®(u,v) = (h(u) cosv, h(u)senw, g(u)) encontramos
®, = (h(u)cosv, h(u)senv, §(u)),
(—h(u)senw, h(u) cos v, 0), .
o, x P, = (—h(u)g(u)cosv,h(u)g(u)senv, h(u)h(u))
h

(w)(=g(w) cos v, g(u ) senv, h(u)),
1P x @ull = A(u)h?(u) + §*(w)]V2.
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Entonces, el drea de la superfice de revolucién (9.6) es

A= /0 - / ) (2() + ()] dudo

Para el toro, que se obtiene con h(u) = R+ rcosu y g(u) = rsenu, con u € [0,27], encontramos
que h?(u) + ¢*(u) = r*. Entonces

2 2m
A:r/ / [R+ rcosu]dudv = 4n Rr. &
o Jo

Observacion 9.2. En el caso de que S sea la grafica de una funcion f : D — R, es decir,

S ={(x,y,2) €R®: 2 = f(x,9), (z,y) € D},

de la parametrizacion ® dada en (9.4) sabemos que ®, x ®,(u,v) = (—fu(u,v), —f,(u,v),1) (ver
(9.5), p. 123). Entonces el area de esta superficie es

91\ ? 1\ 2 1/2
A= 1 — — dx dy.
//D i <3x) ! <3y> ] o
Ejemplo 9.3. Usar esta formula para hallar el drea de la porcién de la esfera x* + y* + 2° = 4a®
que queda dentro del cilindro z* + y* = 2ay. Ver figura 9.7.

z

Figura 9.7: La regién sombreada es la porcién de la esfera 22 4 y? + 22 = 4a®
que queda dentro del cilindro 22 + 3% = 2ay.

Solucién. Noétese que la esfera es la unién de dos gréficas z = +4/4a? — 22 — y?. Para f(x,y) =
4a? — 22 — y? obtenemos

of - of —y

Or  \fdaZ — 22 — 42 ay 4a? — x% — y?

() ()]

1/2

4@2 1/2
- [4&2—:1:2—y2] :
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Por simetria, el area buscada es

42 1/2
A:2><2><// [42%] dA, donde D = {(z,y) € R* : 2® + y* < 2ay,z > 0}
D a7 — X7 =Y
<

Cambiando a coordenadas polares encontramos que D = {(r,6) : 0 < 6 < 7/2,0 < r < 2asenf}.

Entonces

A w/2 p2asenf 2ar ; )
=4 ————drdf = &a* (7 — 2).
/0 0 vV4da? — r? ( ) <

9.4 Integracion de campos sobre superficies

9.4.1 Integracién de campos escalares sobre superficies

Definicién 9.3. Sea S una superficie paramétrica simple, parametrizada por ® : D — S| y sea
f S — R un campo escalar continuo definido sobre S. Definimos la integral de f sobre S, denotada

/de, como
thdSziAjWN%vDW¢uxéwﬁuWHdu&} (9.11)

Observacién 9.3. Nétese que si en la definicién 9.3 tomamos f(z,y,z) = 1, entonces (9.11) se
reduce a la férmula para el cdlculo del area, (9.10)

Observacién 9.4. Con relacién a (9.11), al simbolo dS = ||(®, X ®,)(u,v)|| dudv se le llama
elemento escalar de superficie (ver observaciones 6.3 y 8.1, pp. 94 y 110, resp.)

Ejemplo 9.4. Calcule la integral de la funcién f(z,y, 2) = x>+ sobre la superficie S = {(z,y, 2) :
Y’ +2° = R}

Solucién. La superficie S es la esfera, cuya parametrizacion @ se da en (9.7) (p. 125). Entonces,
f(®(u,v)) = R?cos?u. Para esta parametrizacién encontramos que ||(®, x ®,)(u,v)|| = R? cosu.
Luego

t/de _ / ﬂ¢@uw)W®ux¢00aWHdumJ
S D

™ w/2 4 8
= R4/ / cosududv = R*(27)= = - R &
- J—m/2 3 3

Observacién 9.5. Una interpretacion fisica tipica de (9.11) es la siguiente. Si el campo escalar
f S — R representa la densidad de masa por unidad de superficie de un material de grosor
despreciable que esta distribuido sobre una superficie S, y entonces | f dS seria una medida de la

s
masa total de dicho material.
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9.4.2 Integracion de campos vectoriales sobre superficies

Definicién 9.4. S$i F : S — R? es un campo vectorial continuo definido sobre S, definimos la

integral de F sobre S, denotada con / F. d_S, por
S

/ﬁ dS = / F(®(u,v)) - N(u,v)dudv (N = &, x ). (9.12)

Observacién 9.6. La integral de un campo vectorial F sobre una superficie S, suele interpretarse
como el flujo de un fluido que pasa a través de S, siguiendo las lineas de flujo asociadas con F' (ver
definicion 7.1, p. 101).

Ejemplo 9.5. Calcule el flujo del campo ﬁ(m, y,z) = (x,y, z) a traves de la superficie 12x—6y+32z =
24, x 2 0,y <0,z > 0.

Solucién. La superficie S puede parametrizarse en la forma ®(u,v) = (u,v,8 —4u+ 2v), (u,v) € D,
donde D C R? es la regién {(u,v) : 0 < u < 2,2u—4 < v < 0}. Para la parametrizacién ®
encontramos N = &, x &, = (4, —2,1). Entonces el flujo es

—

/ﬁ-d_) = /F(Cb(u,v))-ﬁ(u,v)dudv
S D
= /(u,v,8—4u—|—21;)-(4,—2,1)dudv
D
2 0
= / / 8dvdu = 8 x &rea del tridngulo D = 32. O
0 2u—4

Observacion 9.7. Este resultado puede interpretarse de la siguiente manera. Un fluido que fluye
con velocidad dada por F hace pasar fluido a través de la superficie S dada a razén de 32 m*/s. Sin
embargo, esta interpretacion es correcta solo si al campo vectorial se le dan las unidades correctas
para un campo de velocidades.

Consideremos ahora la cuestion de la invariancia de estas integrales respecto de la parametrizacion
escogida de S. Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 9.1. Sean V : Dy — S y ® : D — S dos parametrizaciones de una misma superficie
paramétrica simple S, y sea ¢ : Dy — Dg el difeomorfismo de clase C* definido por ¢ = ® ' o W,
Denotemos (u,v) = ¢(s,t). Entonces

O(u,v
d(s,t)

~—

Uy x ¥, = (d, x D)

d(u,v)
J(s,t)

donde denota el jacobiano de .
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Demostraciéon. Por la regla de la cadena tenemos

du dov

v, = &,— +d,—
ds + ds

du dv

v, = &,— +P,—
¢ v T

Tomando el producto vectorial de los miembros de la derecha de ambas igualdades, utilizando las
propiedades del producto vectorial, y en particular usando que

d, x ®,=0=0, x D,
se obtiene la igualdad de enunciado. [J

Observacién 9.8. Si para una transformacion ¢ : Dy — Dg, como la descrita en el enunciado
I(u, v)
J(s,t)
coordenadas mediante el que se obtiene la parametrizacion ¥ = ® o a partir de la parametrizacion
®. En este caso, el lema 9.1 garantiza que un cambio de coordenadas no altera la regularidad de
una superficie.

del lema 9.1, se satisface que det # 0 para todo (s,t) € Dy, entonces ¢ es un cambio de

El teorema siguiente garantiza que un cambio de coordenadas en la parametrizacién de una superfice
S no altera la integral de una funcién escalar sobre S.

Teorema 9.2. Sean ¥ : Dy — S y ® : Dy — S dos parametrizaciones de una misma superficie
paramétrica simple S, y sea f : S — R un campo escalar continuo. Entonces

: F(@(u, ) [(Pu x y) (u, v)[| dudv = : FU(s,0)) [|(0s x We)(s, 1) ds dt.

Es decir, la integral / fdS definida en 12.11 no depende de la parametrizacion escogida. En
S
particular, si tomamos f = 1, obtenemos que el area de S no depende de la parametrizacion

escogida.

Demostracién. Denotemos (u,v) = ¢(s,t), donde ¢ = ® ' o ¥ como en el lema 9.1. Se tiene que
U = @ o ¢, y aplicando el teorema del cambio de variables junto con el lema 9.1, obtenemos

; F(@(u,v)) [[(Py x @) (u,v)| dudv

d(u,v)

2. 0) dsdt

= [ 7ot 0 % )l 0,005, 0)]|

= [ rs) o < v 0] dsdr O

El resultado andlogo para campos vectoriales depende del sentido en que apunte la normal unitaria
a S, correspondiente a la parametrizacion en cuestién, como vemos a continuacion.
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Teorema 9.3. Sean ¥ : Dy — S y ® : Dy — S dos parametrizaciones de una misma superficie
paramétrica simple S, denotemos

No =@, x®, y Ng=1U,x T,

y sean
. 1 - ~ 1 -
fip = ——Nas, y flg =—=—Ny.
[Nl [Ny
Entonces, o bien 1ie = 1y para todo p € S, o bien g = —ny para todo p € S. En el primer caso

diremos que las parametrizaciones ® y ¥ inducen la misma orientacion en S, y en el segundo caso
diremos que inducen orientaciones opuestas.

Si ® y ¥ inducen la misma orientacion, entonces, para todo campo vectorial continuo F : S — R?
se tendra que

/ F(@)-Nq,dudvz/ F(U) - Ny ds dt,
Dg

Dy

mientras que si ® y U inducen orientaciones opuestas en S,
/ F(®) - Ny du dv = —/ F(U) - Ny ds dt.
Dg Dy

Demostracién. Como 7ie(p) y 7w (p) son vectores perpendiculares a TS, para cada p € S, definen
una misma recta; como ademads, ambos tienen norma uno, se tiene que 7g(p) - gy (p) = 1, o bien
fis(p) - iy (p) = —1 para cada p € S. Pero, como las funciones iig, iy : S — R? son continuas y S
es conexa, debe tenerse 7g - 77y = 1 en toda S, o bien 7ig - iy = —1 en toda S. En el primer caso
se tiene que 7ig(p) = My (p) para todo p € S, y en el segundo caso que 7 (p) = —7y(p) para todo
p € S. Por otra parte, si recordamos que

/ﬁ~ﬁz/ﬁ-ﬁd5,
S S

el enunciado sobre las integrales es consecuencia inmediata de esta propiedad y del teorema 9.2.
OJ

Ejemplo 9.6. Sea S el hemistferio norte de la esfera (9.7) (p. 125). Supongamos que F es el campo
vectorial constante F'(x,y,z) = (0,0,a). Encuentre el flujo del campo a través de la superficie.

Solucién. De la parametrizacién ® para la esfera que se da en (9.7), encontramos que

®, = (—Rsenucosv,—Rsenusenv, Rcosu)
o, = (— Rcosusenv R cosucoswv,0),
d, x &, = (—R?cos®ucosv,—R*cos’usenv, —R*senucosu)

= —R*cosu(cosucosv,cosusenv, senu)
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Para el campo ﬁ(:v,y, z) = (0,0, a) ocurre que ﬁ(@(u, v)) = (0,0, a). Para el hemisferio norte S de
la esfera, debemos tomar (u,v) € [0,7/2] x [0, 27]. Entonces, aplicando (9.12) (p. 130), encontramos
que el flujo buscado es

2m
/F- ds = / / (0,0,a) - (—R?cos® ucos v, —R? cos® usen v, — R? sen u cos 1) du dv
s
2m
= / / —aR?*senucosududv = —raR>.
o Jo

El signo del flujo depende del signo de a. Asi, el flujo es negativo si a > 0 porque la normal &, x ®,
apunta hacia el interior de la semiesfera, mientras que el campo constante, apunta en direccién
vertical. &

9.5 La divergencia, el rotacional

Presentamos en esta seccién, las definiciones de la divergencia y del rotacional.

9.5.1 La divergencia de un campo vectorial

Dada una superfice orientada S en el espacio y un campo vectorial F , la integral de superficie
/ / F-dS se interpreta como un flujo (ver observacién 9.4, p. 130). El campo F se puede ver como

el c%mpo de velocidades de un fluido y la superficie S, como una membrana rigida y porosa. En cada
punto de la superficie, la componente tangencial de F no contribuye a mover el fluido a través de la
membrana; solo la componente normal a la superficie es relevante. El elemento vectorial de area ds
apunta en la direcciéon perpendlcular a la superficie en cada punto, de modo que el producto interior
F-dSesla componente de F que es perpendicular a la superficie, multiplicada por el (diferencial
de) drea dS. Este producto es la rapidez del flujo en cada punto de la superficie. Entonces, la

integral / / F-dS es la suma de estas contribuciones sobre todos los puntos de la superficie y, asi,

5

es la medida de la rapidez con la que el fluido fluye a través de la superficie.

Consideremos ahora un punto P en el dominio del campo F. Tomemos una pequena regién {2 que
contenga a P (podria ser un paralelepipedo o una esfera) y sean V(2) y S = 99 el volumen y
la superficie frontera de (2, respectivamente. Debe ser claro, que tanto el flujo F - dS como
el volumen V(2), tenderdn a cero si {2 “se encoge” sobre P. Sin embargo, el limite de la fraccién
I/ F-ds

V()

de flujo por volumen, se define como la divergencia del campo F'.

puede existir, y, en este caso, el valor de ese limite, que se puede ver como una densidad

Definicién 9.5. La divergenca de Fen P, div ﬁ(P), se define como la densidad de flujo por volumen
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//ﬁ-dis*
T S

donde, “{lzirrllj” significa el limite cuando la vecindad ) se encoge sobre P.

en P

div F(P)

Ejemplo 9.7. Calcular Ia divergencia del campo F = (2%, 97, 2%) en el punto P = (2, yo, 20)-

4
Solucién. Consideremos una bola €2 de radio r y centro en (xq, yo, 20). Entonces V(Q2) = gm“?’ y la

superficie S = 0L se puede parametrizar (ver p. 125) mediante
O (u,v) = (g + rcosucosv,yg + reosusenv, zo + rsenu), u € [—— —] , vE|[-mmn].

El vector normal exterior es
N(u,v) = (P, x ®,)(u,v) = r?cosu( cosucosv, cosusenv, senu).

Como
F(®(u,v)) = ((1:0 + 7 cosucosv)?, (yo + reosusenv)?, (z + 7 sen u)2> :

encontramos, después de algunas manipulaciones algebraicas y trigonométricas, que

F(®(u,v)) - N(u,v) = r cosu((:053 ucos® v — cos® u cos® vsen v — cos® usen u

+ cos® usenv + sen u)
+2r° cos u (xo cos® 1 cos® v + yo(cos® u — cos’u cos® v) + zpsen 2u)

+r? cosu (:cg COS U COS U + Y cos usen v + 25 sen u) .

Entonces, por el teorema de Fubini,

. . w/2 2 871'7“3
//F~d5 = / / F(®(u,v)) - N(u,v)dudv = 5 (o + Yo + 20),
S —7/2J0

por lo que,

- o 8 3
[[F-6 e

O

3
Como esta cantidad es independiente de r, concluimos que

= 2(x0 + yo + 20).

div F(P) = lim 2(zo + g0 + 20) = 2(w0 +y0 +20). O
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9.5.2 La féormula para la divergencia

Como puede verse, el cdlculo de la divergencia de un campo a partir de la definicién es muy laborioso
y, en general, solo es posible realizarlo en casos especiales. Por eso, es conveniente disponer de una
manera mas eficiente para calcular la divergencia.

Supongamos que la expresién en coordenadas del campo F' es

ﬁ(x7y7 Z) = (Fl(xay7Z)7F2(x7y7Z)JF3(x7y7Z))'

Sea P un punto en el dominio del campo y consideremos una regién (pequena) €2 en forma de
paralelepipedo, con centro en P. Sean Ax, Ay y Az las longitudes de las aristas de €2 paralelas a cada
uno de los ejes de coordendas. {2 tiene seis caras; denotemos con S; y S5 las caras perpendiculares
al eje x, con S3 y Sy las caras perpendiculares al eje y, y con S5 y Sg las caras perpendiculares al
eje z. Supongamos, ademads, que en Sy, en S3 y en S5 los vectores normales exteriores a {2 apuntan
en las direcciones positivas de los ejes x,y v z, respectivamente.

Entonces, en este escenario el flujo del campo F' a través de la superficie S es

6
J[Fas=3[] F.das
S k=1 " 75k

Las seis integrales en el lado derecho son muy sencillas de calcular. Por ejemplo, la superficie Sy
se puede parametrizar como ®V(u,v) = (z + Az,u,v) con u € [y,y + Ayl y v € [2,2 + Az].
Encontramos que ®V = (0,1,0) y que ®! = (0,0, 1), por lo que &V x & = (1,0,0). Entonces

R z+Az y+Ay .
// F.ds = / / F@D(u,v) - (1,0,0) dudo
S z Y
' z4+Az y+Ay
= / / Fi(x + Az,u,v)dudv
y

= Fi(x+ Az, uy,v)AyAz.

En la dltima igualdad se ha usado el teorema del valor intermedio para integrales (ver ejercicio 1.5,
p. 21); (x + Az, uy,v1) es algin punto en la cara 5.
(x,u,v)

De manera similar, la superficie Sy (opuesta a S;) se puede parametrizar como @ )(u,v) =
= (0,1,0), por lo

con u € [y,y + Ay] y v € [z, 2+ Az]. Encontramos que 2 = (0,0,1) y que ®?
que el vector normal exterior a Q en S, es @2 x & = (—1,0,0). Entonces

Y

// F.ds = —Fi(x,ug, v9) AyAz,
Sa

donde (z,ug, v9) es algun punto en la cara Ss.
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Procediendo de igual modo con las otras caras de €2, encontramos que

6
//ﬁ-dis* = Z//ﬁ ds
S k=1" 75k

= [Fl(x + Az, uy,v1) — Fi(z, ug, vg)}AyAz
—|—[F2(u3,y + Ay, v3) — Fa(us, y, U4)]A1’AZ
+[Fs(us, vs, 2 + Az) — Fs(ue, v6, 2)| Az Ay, (9.14)

donde x < ug, ug, us, ug < T+ Ax, y < up, U, V5,06 <Y+ Ay y 2 < U1, 00,03, 04 < 2+ Az.

Por el teorema del valor intermedio para derivadas, tenemos que
N OF

Fi(z,up,v2) = Fi(z,u1,v1) + B 1; (2, U1, 1) +’VIE<37 oy

donde

Uy esta entre uy y uo,

U1 estd entre vy y vo

|Bi] = [uz —wua| < Ay y

1l = [v2 — 01| < Az,
Se tienen, ademds, relaciones similares para Fy(uy, y, v4) con respecto a Fy(ug, y, v3) y para F3(ug, vg, 2)
con respecto a Fj(us, vs, z). Como V(Q) = AzAyAz, de (9.14) tenemos entonces que

1 — — _Fl(m+Aa:,u1,v1)—Fl(x,ul,vl) /81 8F1 -~ ’)/1 8F1 -~
— F-dS =
V() //g Ax B A vl LY
[ Fy(us,y + Ay, vs) — Falug,y,v3) B OFy, Yo OFy,
+ I Ay Ay or ( ,Ug,'Ug) Ay Oz (l’ Ug,vg)
[ Fy(us,vs, 2 + Az) — F3(“5,U5>Z) 33 OFy - 3 OFy -
* Az T Az oz %) = 305 (@, %))
Al tomar el limite cuando €2 se encoge sobre P, las primeras fracciones en cada paréntesis cuadrado
OF; OF: OF:
del lado derecho tienden a a—l(P), 8_2(P) y a—g(P), respectivamente, mientras que todos los
x Yy z
otros términos se anulan, pues, por ejemplo7
0< 51 y — — %y =0 cuando £~ P.

Ax Az o
Asi, la divergencia de F' en P estd dada por

F.dS

. /] oR o oF

. T S o 1 2 3

div F(P) = (121}3119 V() N (8:6 + dy + 0z ><P)’

como se habia definido formalmente en (7.3), p. 103.
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9.5.3 El rotacional de un campo vectorial

Sea P un punto en el dominio de un campo vectorial F= (F1, Fy, F3) y sea 7l un vector unitario en
P. En el plano que contiene a Py que es perpendicular a 77, tomemos una curva cerrada v (pequena)
y denotemos con AA el drea encerrada por 7. Denotemos con AC' a la integral de linea (circulacion)

50:/ﬁ«&
Y

Definimos el rotacional de F en P como el campo vectorial cuya componente en la direccion 7 es
el limite, cuando este existe, de AC/AA cuando AA. Asi,

, . AC
(rot F')z = Al}fﬂo VR (9.15)

Deduciremos aqui la forma analitica de las componentes del rotacional en las direcciones i,j y k.
Consideremos primero el caso en el que 7 = k.

Tomemos ejes de coordenadas z'y’z’ en P, paralelos a los ejes xyz. Sea v una curva cerrada simple,
pequetia, alrededor de P en el plano 2'y’. Un punto @ sobre v tendra coordenadas (z',%/,0) en el
sistema z'y'2’ y coordenadas (z + ',y + ¢/, 2) en el sistema xyz. Sea

A@:/ﬁwﬁ (9.16)
i

la circulacién de F alrededor de v, donde v(t) = (z+2'(t), y+y'(t), z). Cuando Q se mueve alrededor
de 7, solo 2’ y 9/ varfan; x,y y 2z son constantes. Asi,

dy = d2'i + dyj. (9.17)

Sustituyendo (9.17) en (9.16) obtenemos
AC, = /Fl(x +2y+y,2)dd + Fy(x + 2’y + o, 2) dy.
o

Usando el teorema de Taylor expandemos Fj y F, e ignoramos los términos de orden igual o mayor
que dos de dz’ y dy’. Entonces

0F; 0F; OF; 0F;
A — F /_ /_ / F /_ /_ /. 1
C, /7(1+x8w+y8y)dx+(2+$8x+y8y)dy (9.18)

En (9.18), Fi, Fy y las derivadas parciales deben evaluarse en P(z,y, z), de modo que son constantes
en la integral de linea alrededor de . Por tanto,

F F F: F:
AC’Z:Fl/dx'+@/x’dx'+@/y'dx’+/ﬁ’2dy'+Q/x'dyur&/y’dy’.
vy dr J, dy J, v dr J, Ay Jy
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Las integrales de linea que aparecen se calculan facilmente:

/ dz’ =2'| =0, vy también / dy' =0,
Y ¥ Y

/ o' da’ = (2/2/2)

v

=0, vy también /y’ dy’ =0,
v

5

/ y' dr’ = —AA,, donde AA, es el drea encerrada por 7,

~

similarmente, / 2 dy = AA,.
gl
Usando estos valores, encontramos que

ac. = —2ipn, 4 90

_AAza
dy ox

por lo que
AC, O0F, B OF}

AA, Oz y

Tomando el limite cuando A A, tiende a 0, encontramos que

. AC,  0F, O0F
AA. AA, O Oy

+ términos de orden superior.

Asi que la componente del rotacional de F en la direccién k es

0F, O0F

Ox oy
Mediante un argumento similar encontramos las componentes en las direccciones i y j, para concluir

que
L (OF, R\, (0FR OFR\. (0F OF
rOtF_(Oy 82)1+(82 896)J+(8$ ay)k’

como se habia definido en (7.4), p. 104.

Ejercicios
9.1. Calcular el drea de las superficies siguientes:
(a) La parte de la esfera unitaria dentro del cono 2 + y* = 2%,z > 0.
(b) La parte del cono z* = 3(2* 4 y*) limitada por el paraboloide z = * + y*.

9.2. La superficie ®(u,v) = (ucosv,usenv,av), con 0 < u < R, v € R es un helicoide. Calcular el drea
de la porcién del helicoide que corresponde a 2 < u < 4, v € [0, 27].
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9.3. Calcular el drea de la porcién de la esfera correspondiente a —7m/2 < u; < u < ug < 7/2 y concluir
que el area de la porcion de la esfera comprendida entre dos planos paralelos, depende solo de la distancia
entre los planos.

9.4. Calcular el drea de la porcién de la esfera correspondiente a las coordenadas esféricas ug < u < uq,
vo < v < vy (ver figura 9.8).

Figura 9.8: La region para el ejercicio 9.4

9.5. En los siguientes casos, calcular la integral de f sobre la superficie S :
(a) f(x,y,z) = xyz; S es el triangulo de vértices (1,0,0),(0,2,0), (0,1, 1).
(b) f(z,y,2) =28 ={(z,y,2) : 2 = 2" + 9> < 1}.

9.6. Determinar la masa de una ldmina circular de radio R, si su densidad en cada punto es proporcional
a la distancia del punto al centro, y vale uno en el borde.

9.7. En los siguientes casos, calcular la integral del campo F sobre la superficie S.

—

(a) F(z,y,2) = (z,y,y); S={(z,9,2):2°+y*=1;0< 2 < 1} orientada con la normal exterior.

—

(b) F(x,y,2) = (yz,xz,zy); S es la superficie del tetraedro limitado por los planos © = 0,y = 0,z =
0,z +y + z = 1, orientada con la normal exterior.

—

(c) F(z,y,2)
(d) Flz,y,z)

—

= (m2, y2, 22); S = {(x,y, z): 2 =a?+y21<2< 2} , orientada con la normal exterior.
= (
(e) F(z,y,z) = (3z*, —2xy,8), la superficie S es la grifica de z = 2x —y sobre el rectangulo [0, 2] x [0, 2].
= (

x,y,2); S= {(:c,y, )ity +22=1,2> 0} , orientada con la normal exterior.
2

—

(f) F(x,y,2)
(g) F(z,y,z2) = (z,y,2), la superficie S es el disco 22 + y* < 25,z = 12.

xyz,xyz,0), la superficie S es el triangulo con vértices (1,0,0), (0,2,0), (0,1,1).

9.8. Demostrar que el drea de la superficie de revolucién en R?, obtenida al girar la gréfica de z = f(x),a <
x < b (en el plano xz) alrededor del eje z, es

b
27T/ uy/1+ f'(u)? du.






Capitulo 10

Calculo de funciones vectoriales

10.1 El teorema de Green

Para enunciar el teorema de Green es necesario el concepto de curva cerrada simple orientada positi-
vamente. Toda curva simple tiene dos posibles orientaciones que son invariantes por reparametriza-
ciones cuyas funciones de cambio de variables tienen derivadas positivas. Ahora bien, jcémo dis-
tinguir entre una y otra orientacion? ;Qué hacer para privilegiar y reconocer una de las dos? Hay
varios procedimientos para conseguir esto. Quiza el mas intuitivo sea el siguiente, que utiliza el
concepto de normal unitaria exterior a una curva.

Si C es una curva cerrada simple regular por pedazos en R?, parametrizada por v(t) = (z(t), y(t)),
t € I C R, el vector normal unitario exterior a C se define por

o 1 (5, i

Noétese que, para cada t € I, el vector 7i(t) se obtiene rotando un éngulo —7/2 y normalizando el
vector tangente (t) = (&(t),y(t)) a v(¢).

Consideramos a 7i(t) y #(t) como vectores en R? (con coordenada z = 0). Diremos que C estd
orientada positivamente si el producto vectorial 7 X ¢ (que tiene la direccién del eje z en este caso)
tiene coordenada z positiva (es decir, 7 x ¢ “apunta hacia arriba”) para cada t. Esta definicién
corresponde intuitivamente a decir que C se recorre en el sentido contrario al de las agujas del reloj,
o bien que si recorremos C' con la orientacion positiva, entonces 77 apunta hacia afuera de la regién
interior a C, y que dicha regién interior queda siempre “a mano izquierda” segin se va recorriendo

C.

Diremos que una curva cerrada simple C C R? es reqular por pedazos si se puede parametrizar
mediante una curva vy, que a su vez puede escribirse como unién y; U --- U 7, de una cantidad
finita de curvas ~; : [aj,b;] — R?, cada una de las cuales es de clase C' y satisface que 7;(t) # 0
para todo t € [a;,b;] (en particular, v podra dejar de ser diferenciable en una cantidad finita de
puntos, pero incluso en estos tendra derivadas laterales). Para esta clase de curvas cerradas simples,
enunciaremos y demostraremos el teorema de Green.
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Teorema 10.1. (de Green) Sea C' una curva cerrada simple regular por pedazos, positivamente
orientada, en el plano R?; y sea D la unién de la regién interior a C' con la propia curva C. Sea
F = (P,Q): D — R? un campo vectorial de clase C'. Entonces se tiene que

[ (% or
/Cde—i-Qdy—/D(% 8y) dx dy. (10.1)

Demostraciéon. Noétese que que la validez de (10.1) para todos los campos F = (P,Q) de clase C'
sobre D equivale a la de las dos formulas siguientes

oP /
— —dxdy = Pdx 10.2
p 0y Y oD ( )
0Q
— dzdy = Qdx 10.3
/D Ox Y 8D ( )

también para todos los campos F = (P,Q) de clase C' en D. En efecto, si las férmulas (10.2) y
(10.3) son validas, obtenemos (10.1) sin més que sumarlas. Reciprocamente, si (10.1) se satisface,
podemos obtener (10.2) tomando @) = 0 en (10.1), y analogamente (10.3), tomando P = 0 en (10.1).

Paso 1. La primera parte de la demostraciéon del teorema de Green consiste en probar (10.2) para
una clase especial de regiones D, que denominaremos regiones tipo I; una regién es de tipo I si esta
limitada por las graficas de dos funciones y = f(x), y = g(x), con f < g. Es decir, supondremos en
primer lugar que

D:{(:E,y)GRQ:agxgb, f(a:)gygg(x)},
donde f y g son funciones reales de clase C' por pedazos. Ver figura 10.1.

AY \Y

g —Cs

C
—C, 2
a b a b
Una regiéon D, tipo I La curva frontera, C' = 9D

Figura 10.1: Una regién tipo I y su frontera

Esta regién D estd limitada por una curva cerrada simple C' = 0D regular por pedazos que puede
expresarse como unién de cuatro curvas regulares por pedazos, C' = C; + Cy — C3 — Cy, (como es
costumbre, los signos negativos que preceden a una curva denotan que se recorre en sentido opuesto
al especificado). Las parametrizaciones de estas cuatro curvas se muestran a continuacion:
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Cr: m(t) =t f(t), a<t<b
Cy: 72(t>:<b7t)7 f(b) <t<g(b);
Gy ys(t) = (L. g(1)), a<t<b;
Ci: m)=(at),  fla) <t<gla)

Noétese que, a lo largo de Cy y de Cy, x = z(t) es constante, luego dz = 0 sobre estas curvas, y las
correspondientes integrales de linea se anulardn, mientras que sobre las restantes curvas es dox = 1.
Entonces se tiene que

/ Pdx = /Pd$+/ de—/ de—/ Pdx
oD Cq Co C3 Cy
= /Pd$—/ Pdx
o)) Cs

b b
= /P(t,f(t))dt—/ P(t,g(t))dt.

Por otra parte, aplicando el teorema de Fubini y el teorema fundamental del calculo,

oP bl 9@ gp
_ __wﬁy:—/ /ﬁ 9T ay| do =
\/D 8y a [ f(z) (9?}

b b b
- [ (Pleg@) - Pla e = [Pl s@)de- [ Piegle) dr
Combinando las igualdades anteriores obtenemos (10.2).

Paso 2. Ahora probaremos (10.3) para otra clase especial de regién D, que denominaremos region
de tipo II, la limitada por las graficas de dos funciones x = ¢(y), * = ¥ (y), con ¢ < . Es decir,
ahora tenemos que

D={(r,y) eR*:c<y <dply) <z <P(y)},
con ¢, funciones reales de clase C' por pedazos.

Como antes, D esta limitado por una curva cerrada simple C' = 0D regular por pedazos que puede
expresarse como unién de cuatro curvas regulares por pedazos: C' = —C1 + Cy + C3 — Cy. Estas
curvas pueden parametrizarse de la manera siguiente:

Cr: m(t) = (e(t),1), c<t<d;
Gyt ma(t) = (t,0), p(c) <t <Y(o);
C13 : ’73(t) = (w(t)7t)’ c<t< d?
Cy: ’74(t) = (t’d)7 Sp(d) <t < ¢(d)

A'lo largo de Cy y Cy, y = y(t) es constante, luego dy = 0 sobre estas curvas, y las correspondientes
integrales de linea son cero; para C y Cj5 se tiene dy = 1. Entonces,

Qdy=— [ Qdy+ | Qdy+ | Qdy— [ Qdy=
oD Ch Ca Cs Cy
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Cy
d dl---------
z=1(y)
C Cs
c Clmmmmmmmmm = -
> T C x
Una regién D, tipo II La curva frontera, C' = 90D

Figura 10.2: Una region tipo II y su frontera

d d
[ Qay+ Q@z—/waww+/waw&,
Ch Cs c c

y por otro lado,

00 B d ¥(x) oQ B
[ 52asan= [ 759 aras -

[ 10w - ety = [ Q.- [ et o

De estas dos igualdades se obtiene (10.3).

Paso 3. De acuerdo con la observacién que hemos hecho antes y con lo probado en los pasos 1 y
2, la férmula de Green (10.1) es vélida para toda regién D que sea a la vez de tipo I y de tipo II.
Todos los circulos, los rectangulos y los triangulos constituyen ejemplos de regiones que son de tipo
[ y II simultaneamente. Por tanto, el teorema de Green es véalido para todos estos tipos de curvas.
También podria probarse, utilizando el teorema del cambio de variables, que la igualdad (10.1) es
cierta para cualquier region D que sea difeomorfa con un circulo, un rectangulo o un tridngulo
(ejercicio 10.5).

Paso 4. El siguiente paso consiste en establecer la validez de (10.1) para toda regién D que pueda
descomponerse como unién finita de regiones de tipo I y II. Mas precisamente, demostraremos (10.1)
para toda regién D C R? de la forma
D=|JD;
i=1

donde todos los D; son regiones de tipo I y II simultaneamente, con interiores disjuntos dos a dos,
y cuyos bordes, C; = 0D;, estan positivamente orientados, y de forma que se cumplen:

(a) si una curva C; tiene una parte en comin con otra curva C, entonces esa parte no es comun
a ninguin otro Cy con k # i, J;
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(b) si C; tiene un trozo en comun con C}, entonces C; recorre ese trozo comun en sentido contrario
al que lo hace Cj; y

(c) si C; tiene un trozo en comun con C' = 0D, entonces ambas curvas recorren dicho trozo en el
mismo sentido (ver figura 10.3).

d ¢

Figura 10.3: Una regién D se puede descomponer en una unién finita
de regiones tipo I y II

)

D7

>

Ds

-—
R —

A\

Podemos aplicar la férmula (10.1) a cada regién D; y sumar todas las igualdades correspondientes

para obtener que
oQ 0P - 0Q OP
/D<% a_y> dxdy—izl/Di(am ay)daz:dy

Pero en esta suma de integrales de linea, las integrales sobre C; = 0D; pueden descomponerse a su
vez en sumas finitas de integrales sobre curvas simples de dos tipos: o bien son trozos de la curva C}
comunes a algun otro de los C}, o bien son partes de C' = dD. La suma total de todas las integrales
sobre curvas del primero de estos tipos es igual a cero, ya que al integrar y sumar cada una de estas
curvas se recorre exactamente dos veces, y con orientaciones opuestas, de modo que la suma de las
dos integrales que se hacen sobre cada curva del primer tipo es cero. Por otro lado, la suma de todas
las integrales sobre las curvas del segundo tipo es igual a la integral del campo (P, Q) sobre C, ya
que C' puede expresarse como concatenacion de todos las curvas del segundo tipo. Por consiguiente,

Z/ de—i—Qdy:/ Pdx + Qdy,
— Jop, oD

lo que combinado con las igualdades anteriores nos permite concluir que

P
/ de+Qdy:/ (@_8_) dx dy
dD p \ 0z dy
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para toda regién que pueda descomponerse en una cantidad finita de regiones de tipo I y II si-
multdneamente. En particular se obtiene que (10.1) es vélida para toda curva cerrada simple E
que sea poligonal (concatenacién finita de segmentos de recta), ya que una tal curva siempre puede
triangularse, es decir, puede expresarse como una uniéon finita

donde los T; son tridngulos (y por tanto, regiones de tipo I y II simultdneamente) orientados de
modo que si T; y T} tienen un lado comtn, entonces 7T; recorre este lado en sentido contrario a como
lo hace T3. O

Ejemplo 10.1. Integrar el campo ﬁ(x,y) = (x,2y) sobre la circunferencia 2* + y* = 1 recorrida
en sentido positivo.

Solucién. La integral que se pide puede escribirse en la forma / Pdx + Qdy, donde P(x,y) = z,

c
Q(z,y) = zy y C es la circunferencia parametrizada por a(t) = (cost, sent), t € [0,2x]. Por el
teorema de Green, tenemos que

/ Pdr+Qdy = // (8_@ - 8_P) dz dy, (D : disco unitario)
C D ox 0

Y
= / / ydx dy.
D
En coordenadas polares,

//D?/dxdyz/OZW/Ol(rsene)rdrdﬁz (/0% senede) (/01T2dr> =0. &

Ejemplo 10.2. Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas ﬁ(m, y) = (y+3x,2y — x) al
mover una particula a lo largo de la elipse 42* + 3> = 4.

Solucién. Con P =y + 3z, Q = 2y — z, C la elipse 42° + y* = 4 y D la regién delimitada por la
elipse encontramos, usando el teorema de Green, que

Trabajo = /ﬁ(fs—/de+Qdy

_ // (@_8—5) dwdy://D(—l—l)dwdy

= —2// drdy = —2 x (drea de D) = —2 x 27 = —4« O
D

Ejemplo 10.3. Hallar el valor de la integral /(5 — 2y — y*) dr — (2zy — 2%) dy, donde C' es el
C
borde del cuadrado [0,1] x [0, 1].
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Solucion.

/0(5—xy—y)dx—(2:vy—x)dy = //l)[(Q:L'—Qy)+($—|—2y)]dxdy

1 1 1 3
= 3//mdxdy:3//xdxdy:3/ rdr = —=. &
D o Jo 0 2

Una aplicaciéon muy importante del teorema de Green es el calculo de areas de regiones delimitadas
por curvas cerradas simples, mediante una integral de linea sobre el borde de dichas curvas. Si
tenemos una region D en el plano cuya frontera es una curva cerrada simple C' = 0D y queremos
calcular su drea, nos basta hallar un campo vectorial (P, Q) tal que 0Q/0x — OP/0y = 1 y aplicar
entonces la formula de Green para expresar el drea de D como la integral de linea de (P, Q) sobre
su borde C'. Por ejemplo, podemos tomar P = —y/2,Q = x/2, de modo que

a(D)—/ldxdy—/ (6_@_8_P) dxdy—/ de—i—Qdy—l/xdy—ydx.
D p\0dx Oy oD 2 Jeo

Férmulas andlogas pueden deducirse poniendo (P, Q) = (—y,0), o bien (P, Q) = (0, x). Obtenemos
asi el siguiente resultado

Corolario 10.1. Sea C' una curva cerrada simple regular por pedazos, y sea D la region interior a

C. Entonces su drea es
1
a(D):—/:vdy—yd$:—/yd$:/xdy.
2 Je C c

Ejemplo 10.4. Hallar el drea de la regién encerrada por la hipocicloide (astroide) de ecuacion
23 4y = 23,

Una parametrizacién de la hipocicloide es /a\

z(t) =acos®t, y(t)=asen®(t), 0<t< 2. /

Figura 10.4: El hipocicloide
223 423 = 23,

Entonces

rdy —ydr = 3a’*(cos’tsen?t 4 cos®tsen*t)dt

= 3a%cos® tsen?tdt.

Entonces

1 3 2 27 3
a(D)ZE/mdy—ydx:%/ COSQtSGH2tdt:§7Ta2. &
c 0



148 10. Calculo de funciones vectoriales

Ejercicios
10.1. Utilizar el teorema de Green para calcular / (y* 4 %) dz + z* dy, donde
c

(a) C es la frontera de [0,1] x [0, 1], orientado positivamente.

(b) C es la frontera del cuadrado de vértices (a,b) con |a| = |b| = 2, orientado negativamente.

10.2. Calcular / Pdx + Qdy, donde P(x,y) = xe_y2, Qx,y) = —$2ye_y2 +1/(z*+y2+ 1),y C

C
es la frontera del cuadrado de lado 2a determinado por las desigualdades |x| < a y |y| < a, orientado
positivamente.

10.3. Usar la expresion para el drea encerrada por una curva que proporciona el teorema de Green, para
dar otra demostracion de la formula del area de la region delimitada por una curva en coordenadas polares.

10.4. Calcular el drea del trébol de cuatro hojas p = 3 sen 26.

10.5. Sea D una region para la cual se sabe que es cierto el teorema de Green. Usar el teorema del
cambio de variables para demostrar que el teorema de Green es entonces valido para toda region A que
sea difeomorfa a D (es decir, existe un difeomorfismo g : U — V de clase C L entre dos abiertos U,V de R?
que contienen a A y D respectivamente, tal que g(A) = D).

10.6. Bajo las mismas hipétesis del teorema de Green, si F= (P, Q) y definimos

Comprobar que el teorema de Green se expresa diciendo que

/ ﬁ-]\?dsz/divﬁdxdy,
oD D

donde F - N denota el campo escalar obtenido del producto escalar del campo F con el vector normal
unitario N exterior a C. A esta forma del teorema de Green también se le llama teorema de la divergencia
en el plano.

10.7. Sea A C R? abierto, sea C una curva cerrada simple regular por pedazos, sea D la parte interior de
C, y supongamos que DU C C A. Sean u,v € C*(A). Denotamos:

Pu  0%u .

ou Ou

. ON .
Sea N la normal unitaria exterior en C. Denotamos v Vu - N (producto escalar), la derivada normal
u

de u segiin C' (esto no es mds que la derivada direccional de u en la direccion de N ).
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(a) Demostrar las identidades de Green:

/vAu+/ VU'VU:/’U&_L, (10.4)
D D c ON
/(vAuuAv):/ (valiuali) (10.5)
D ¢\ ON ON

(b) Supongamos ahora que u es armonica en D, es decir, Au = 0 en D. Demostrar que si u se anula
en C, entonces u es idénticamente nula en D. Deducir también de (a) que si tanto u como v son
armonicas en D entonces,

/Uﬁu_ 4,9
c ON Jo oN’
10.2 El teorema de Stokes

Teorema 10.2 (de Stokes). Sea S una superficie orientada, simple y regular a trozos. Sea C' su
curva frontera, C' = 0S, regular a trozos, cerrada y simple, con orientaciéon positiva. Si F' es un
campo vectorial, de clase C' en alguna regién que contiene a S, entonces

/rotﬁ-N:/ F. (10.6)
S aS

Antes de presentar una demostracion del teorema de Stokes es conveniente aclarar que la orientacién
positiva de la curva C' = 0S se determina, informalmente, de la manera siguiente: si una persona
recorre la curva C' en sentido positivo con la cabeza apuntando al vector normal N que indica la
orientacién de S, la superficie queda a la izquierda. Este convenio es congruente con el concepto
de curva plana orientada positivamente, si aceptamos que, en este caso, la superficie es la regién
interior a la curva.

v N

—

Figura 10.5: Una superficie orientada positivamente

Demostracién. Sea ® : D — R? una parametrizacién de la superficie, de clase C! en un abierto
que contiene a D U dD. Supongamos que F(x,y,z) = (Fi(z,y,z), Fy(z,y, 2), F3(z,y,2)) y que
D (u,v) = (x(u,v), y(u, v), 2(u,v)).

Entonces, por definicién de integral de linea tenemos

/ﬁ:/ Fydz + Fydz + F3da.
oS a8
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Por otra parte,

= o 0F;  0F, 0F; 0F oFy, 0F;
/SrotF‘N—/S(ay — Bz)dy/\dz_(ﬁx — 8z)dZ/\dx+(€)x — ay)dx/\dy

Entonces, otra forma de escribir la igualdad (10.6) es

0F; 0F, oF; 0F oF, 0F
/(83/ — aZ)dy/\dz—<a% — 8z>dZ/\d$+<8x — 8y)d$/\dy

oS

donde dy A dz, dz A dz, dz A dy denotan, respectivamente,

0y,2) = Azw) o O,y
A(u,v)”  I(u,v)’ O(u,v)

0F3  0F,

[ (52 - 52 talw o) ptwo 2w o) 523

Asi, por ejemplo,

equivale a escribir

(u,v) dudv.

En vista de (10.7), bastara probar las tres igualdades siguientes:

Fi
/ Fldx—/——d A dy +a—dz/\ dx,
as 0z

j28
/ FQdy:/—Qd A dz +8—dxA dy,
oS S 0 Ox

F;
/ Fydz = OB A da —l—a—dy/\dz
a5 s Ox dy

ya que sumandolas obtenemos (10.7). Probaremos solo la primera de ellas; la demostracién de las
otras dos es totalmente analoga. Hay que demostrar, pues, que

I (‘%Z 33‘”3 + 5 gﬁu D dwdo= [ P (10.8)

Si definimos f(u,v) = F; o ®(u,v) = Fi(z(u,v),y(u,v), z(u,v)), entonces se puede comprobar
facilmente que

// [@dz/\ dx—%—dxA dy] dudv_//[ ( a@) aav(fga;” dudv.  (10.9)



10. Calculo de funciones vectoriales 151

(De hecho,
0 (J2) D () Ul B 0f0e e 0poc_ofo:
Ou \" Ov ov \" Ou Ou v vou  Jv Ou wdv  Oudv  Ovou’
o 0f _O0F\0s  OF 0y OF\0:  Of 0F0s OOy OR0:
ou Jdr Ou Oy Ou 0z Ou v Jx Ov dy v dz v
Entonces

o (o o (or\ _ (9R0F oRoy oRos\or (omgf ooy oFio:) o
ou \” v ov\"ou) z Ou Oy Ou Oz Ou ) Ov z Ov Oy v 0z Ov ) Ou
OF (82 or 0Oz 8:c> OF, (ax oy Ox ay)

9z \Oudv Ovou Oy \Oudv Ovdu
_on oF,

Si aplicamos ahora el teorema de Green al lado derecho de (10.9) obtenemos

// O onde— Prgan gy dudvz/f%dwf@dv:/ﬂd” -
o |82 oy ¢ Ou v c

Ejemplo 10.5. Sean ﬁ(az, y,2) = (—y,x,xyz) y G = rot F. Sea S la parte de la esfera iyt =
25 que se encuentra debajo del plano z = 4, (ver figura 10.6) orientada de manera tal que el vector

normal unitario en el punto (0,0, —5) es (0,0, —1). Use el teorema de Stokes para calcular / G.
S

z

Figura 10.6: la superfcie del ejemplo 10.5

Solucién. Para aplicar el teorema de Stokes, necesitamos parametrizar la curva frontera C' = 95 de
modo que la orientacién sea positiva (congruente con la orientacién determinada por N ). Noétese que
C es la circunferencia de radio 3, con centro en (0, 0,4) y contendida en el plano z = 4. Entonces una
parametrizacién positiva de C' es 7(t) = (3cost, —3sent,4), t € [0,2n]. Por el teorema de Stokes,
tenemos entonces que

/Sé — /Srotﬁ:/asﬁz/O%F(F(t))-?(t)dt

2m
= / (3sent,3cost,—36costsent) - (—sent,—cost,0)dt = / —9dt = —18m.
0 0
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Ejemplo 10.6. EI plano z = x + 4 y el cilindro x> + y*> = 4 se intersectan en una curva C.
Supongamos que C, vista desde arriba, esta orientada en sentido contrario al del movimiento de las

agujas del reloj. Sea ﬁ(a:, y,2) = (2 + 2y, seny + z,x + senz?). Evaliie la integral de Iinea / F.
c

Solucién. Para aplicar el teorema de Stokes, debemos primero calcular el rotacional de F. En este
caso encontramos que rotF' = G = (=1, —1,-2).

Figura 10.7: La curva C para el ejemplo 10.6
Si para la superficie S escojemos la parametrizacion ®(u,v) = (u,v,u+4), con (u,v) € D, donde D
es el disco {u® 4 v? < 4}, encontramos que ®, = (1,0,1), ®, = (0,1,0) y &, x &, = (1,0, 1). Este

vector normal apunta hacia arriba y, por tanto, es congruente con la orientacion que se describe
para la curva C' en el enunciado del problema. Entonces, por el teorema de Stokes tenemos:

/Oﬁ - /Srotﬁ:/D(j@(u,v))~(<l>u><<by)dudv

= /(—1, —-1,-2)-(=1,0,1)dudv = —/ dudv = —(drea de D) = —4r.
b D

10.2.1 La banda de Mobius

La famosa banda de Mobius es la superficie reglada

O (u,v) = y(u) +va(u), —vy< v < v,
donde
v(u) = (rcosu,rsen u,0),
alu) = (cos %) y(u) + <sen g) (0,0,1),
0<u<2m.

En este caso, la regla, de longitud 2v, al atravesar la directriz v, que es la circunferencia de radio
r y centro en (0,0,0), contenida en el plano zy, da unicamente media vuelta. Para la grifica que
se muestra en la figura 10.8 hemos tomado r = 2 y vy = 3/5.
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B(m,v) EA ®(3w/4,v)

Y= <I>(u7 0)

(7 /4,v)

Figura 10.8: La banda de Mobius

z

xT

Figura 10.9: La frontera de la banda de Mobius

La curva frontera de la banda de Mobius se obtiene tomando v = vy y 0 < u < 47. Ver figura 10.9.
Esto es equivalente a tomar primero v = vy, 0 < u < 27 y después v = —vg, 0 < u < 27. Asi, una

parametrizacion de la frontera de la banda es
t t
) , 0t < 4.

t
r(t) = (rcost + rvg cos t cos §,rsent + rvg sen t cos 5 Vosen o

Intentemos verificar el teorema de Stokes en la banda de Mébius. Necesitamos un campo vectorial.
— x
Y O) . Este campo vectorial no esta definido

Tomemos, por ejemplo, F T,Y,2) = , ,
por ejemplo, F(z,y, 2) (I2+y2 PR
en el eje z, pero ningin punto de este eje estd contenido en la banda. El rotacional de F' es

i j k
o 9 0 <8F3 OF, OF, OF; OF, 8F1)=(0,0,0),

Fovxio| 2 9 2 . . .
o VX oxr Oy Oz oy 0z 0z Or’ Ox oy
F, 5, Fj

de manera que / rotF = 0.

F

S
4m
Por otra parte, al calcular la integral de linea / = / F(7(t))-7(t) dt encontramos que F(7(t))-
c 0

7

ﬁz47r.

'F(t) =1y, por tanto, /
c
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Aparentemente, este ejemplo contradice al teorema de Stokes, pero lo que esta ocurriendo es que el
teorema no se aplica en el caso de superficies no orientables, y la banda de Mobius es no orientable.
De hecho, para simplificar los calculos, consideremos el comportamiento del vector normal a lo largo
de la generatriz v = ®(u,0) = (r cosu, rsenu, 0). Sobre la generatriz encontramos que

od oD
%(u, 0) = (—rsenu,rcosu,0) vy %(u, 0) = <r COS U COS g, T sen u cos g, sen g) :
Entonces, el vector normal sobre la generatriz es
- 0P 0P
N(u,0) = %(u, 0) x %(u, 0) = (r sen g COS U, T sen g sen u, —1r* cos g) .

De aqui se ve que ]\7(0, 0) = (0,0, —r?) y que ]\7(27r, 0) = (0,0,7%). Es decir, cuando u cambia de 0 a
27, el punto sobre la generatriz regresa a su posicion inicial, pero el vector normal cambia de signo.
Esto significa que sobre la banda de Mébius no se puede definir un campo vectorial normal continuo,
y, por eso, la banda de Mobius es una superficie no orientable. Las superficies no orientables son
superficies de una sola cara y el teorema de Stokes se aplica solo a superficies de dos caras.

10.3 El teorema (de la divergencia) de Gauss

Presentamos ahora el tercero de los teoremas bdsicos (junto con el de Green y el de Stokes) sobre
integracion de campos vectoriales.

Iniciaremos considerando el caso en R2.

Consideremos un campo vectorial F(z,y) = (Fy(z,y), Fo(z,y)) y sea D una regién en el plano.
Podemos escribir el teorema de Green en la forma

oF, OF:
/ (—1—1-—2) dxdy:/ Fydy — Fyde. (10.10)
p \ Oz dy oD
La integral en el lado izquierdo se puede escribir en la forma / F. (dy, —dz).
oD

Supongamos que dD es una curva cerrada orientada en sentido positivo que parametrizamos como
7(t) = (z(t),y(t)), a < t < b. Ver figura 10.10.

aD 2450

ii(t)

Figura 10.10: La regién D y su frontera 0D
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Entonces, tenemos

/ ﬁ-(dy,—dx):/ F(7(t)) - (y(t), —i(t)) dt. (10.11)
oD a

b . .

El lado izquierdo en (10.11) se puede escribir como / F(7(t)) - MW{M dt. Nétese que el

(y(t), —2(t))
(¢

(es decir, en el sentido del movimiento de las agujas del reloj). Como la regién D estd a la izquierda

(3(0), ~(1)
|7(2)]

D. Denotemos a este campo vectorial como N (¢). Entonces, la forma (10.10) del teorema de Green

se puede escribir como
oF, 8F2) / A
— + drdy = F - N(t)ds(t),
L(5+5 oV

/ div Fda dy = / PN (@) ds(r), (10.12)

oD

vector se obtiene rotando el vector tangente unitario a la curva 7 en sentido negativo

de 7, concluimos que es un vector unitario normal a D y que apunta hacia fuera de

donde N(t) es el campo vectorial normal unitario que apunta al exterior de Dy ds(t) = |(t)| d¢
es el elemento escalar de longitud de arco.

La férmula (10.12) es el teorema de Gauss (también conocido com teorema de la divergencia) en
R?.

Consideremos ahora el caso en R3.

Teorema 10.3. Sea F un campo vectorial continuamente diferenciable en una regién Q C R>. Sea
R C Q una region cerrada y acotada cuya frontera es una superficie suave S C §). Para cada x € S
sea N(x) el vector normal unitario exterior a S (con respecto a la region R ). Entonces

/v F(& dx_/ﬁ(f)-ﬁ(f) ds, (10.13)

donde ¥ = (z,y,2), di = dedydz y dS es el elemento escalar de area.

Demostracién. Supongamos que F = (f(z,y, 2), g(z,y, 2), h(z,y, z)). Entonces

por lo que

7 f / 9 s oh, . .
V.-F(& / ) dx + — (%) dx.
/R Ray() Raz()

Consideremos la tercera de las integrales que aparecen en el lado derecho.
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Y

Supondremos que la superfice S esta formada por una “superficie superior’
S. o o(x,y,2) =2z —71(x,y) =0,

y una ‘superficie inferior”

Sp : (p(xaya Z) = Z_p($7y> = O:

ademas de, posiblemente, algunas componentes paralelas al eje z, que denotaremos como S.,.

En un punto (x,y,7(z,y)) en la superficie superior, el vector normal unitario es

( or 0t 1)
(@) = —— 00 W )
o\’ n o\’ 1
ox dy
mientras que en un punto (z,y, p(x,y)) en la superficie inferior el vector normal unitario es
(%)
N (7) = ox’ Oy

@y

Sobre la superficie superior, el elemento escalar de area es

or\? or\? |
dS—\/(%) +<0_y) + 1 dxdy,

mientras que en la superficie inferior, el elemento escalar de area es

I
B p 2 p 2
a5 =/ (2) (2 1 asan
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Denotemos con R, la proyeccién de R sobre el plano xy. Entonces,
oh oh
—()dd = — drdyd
Nrr (%) dz . 02 (z,y,2)devdydz
z=7(xy) Hp,
= —(x,y,2)dzdy | dz
/Rzy </Z—p(w,y) 0z
= [ (o) ~ hay. play)] dody
Ry
ds
= / hx,y, 7(z,y)) ‘
e omN L (0T
ox oy
ds
_/ h(ZL'7y,p(ZL‘7y)) N
Ray @ 2 @ 2 o
ox dy
Pero es claro que
1 Lo
2 2 k- N-(z)
oY 4 (25) 41
ox dy
y que
-1 Lo
a 2 a 2 1 k ’ P(‘r)
P P
— — 1
() - ()
donde k = (0,0,1). Asi que
oh oo oo
a—(x,y, z)dedydz = | h(z,y,2)k - N (2)dS + [ h(z,y,2)k- N,(Z)dS
R 0% S, S,
Dado que, sobre S, se tiene que k-N (Z) = 0, podemos escribir
h Lo Lo
g—(:r;,y,z) dedydz = / h(z,y,z)k - N.(Z)dS —i—/ h(z,y,z)k - N,(Z)dS
R 0% S- S,
+ / h(z,y, 2)K - N(¥)dS
Sz
= /h(a:,y, 2)k - N(Z)dS (10.14)
S

Por la propiedad aditiva de la integral, el resultado anterior puede extenderse a regiones R que,
mediante cortes con planos perpendiculares al eje z, puedan escribirse como uniones finitas de
regiones que satisfagan las hipdtesis anteriores.
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Con hipdtesis y argumentos similares se puede probar que

0 + o
/Ra—i(:c,y,z)dxdydz:/Sf(gc,yjz)i.]\/(f)d& (10.15)

¥y que

/ @(x, y,z)drdydz = / g(z,y,2)j- N(Z)ds, (10.16)
R OY S

donde i = (1,0,0) y j = (0,1,0). Sumando (10.15), (10.16) y (10.14) obtenemos

O of dg oh
/72V~F(x)dx = /R%(x,y,z)dxdydz+/Ra—y(x,y,z)dxdydz—|—/R%(x,y,z)dxdydz

_ / [ (e )+ gy, 203 + bz, y, 2)K] - (@) dS

—

_ / F@)-N@ds. O

Ejemplo 10.7. Integracion por partes en tres dimensiones.

Supongamos que S es una superficie cerrada y que R es la regién interior a S. Sea a : R®* — R una
funcion suave y sea F:R* - R®un campo vectorial suave. Entonces aF también es un campo
vectorial suave. Integrando sobre R la identidad div (a(z)F(z)) = Va(z) - F(z) + a(z)div F(z) (ver
ejercicio 7.1, p. 106) obtenemos

/R div (a(z) F(z)) df /R Va(z) - F(z)di + /R o(z)div F(z) d.

Por el teorema de la divergencia, esta cantidad es igual a / aF - N dS. Entonces concluimos que
S

/R a(z)div F(z) dF — /S oF - Nds - /R Va(z) - F(z)dz.

Esta es la versién tridimensional de la formula de integracion por partes, y puede generalizarse
a cualquier dimensién. Es un resultado muy importante en el estudio de ecuaciones diferenciales
parciales. &

Ejercicios

10.8. Repetir el ejercicio 9.7, usando los teoremas de Stokes o Gauss en los casos en que resulte mds
conveniente.
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10.9. Consideramos las superficies

S = {(ac,y,z):acg—|-y2:17()g2<1}7
Sp = {(wy.2) 2+’ +(z-1)2=12>1} ¥
S = S1USs.

Sea el campo F(z,y,z) = (zz + 2%y + =, 22zy + y, 2°2?). Calcular / rot F.
S

10.10. Demostrar que si S es una superficie sin borde (por ejemplo, una esfera o un toro en R?), entonces

/ rot F'- dS = 0 para todo campo vectorial F de clase C' en S.
S

10.11. Utilizar el teorema de la divergencia para calcular / F, donde F(z,y,2) = (zy*, 2%y,y), ¥
S

S={z"+y=1-1<z2<1}U{z’+¢y*<Lz=1}U{a’ +¢* <1,2=-1}.

2

10.12. Consideramos f(z,y,z) = 2% + 2zy + 2°> — 3z + 1, F(z,y,2) = (e ™ + z,zseny, z° — 22 +9°), y

seaV = {(x,y,z):Og 2<3—a? -y ? + 7+ 22 242—3}. Ca]cu]ar/ Vf+rotF.

oV
10.13. Sean
V = {(x,y,z):0<z<1—$2—y2,x>0,y>0},
S = {(x,y,z):z:l—x2—y2,x20,y207z20},

v sea C' el borde de S.

(a) Calcular el drea de S.
(b) Calcular el volumen de V.

(c) Ca]cu]ar/ F, donde F(z,y,z) = (1 —2z,0,2y).
c

10.14. Sea B(t) una bola de radiot > 0 con centro en un punto a € R3, y sea S(t) la esfera correspondiente.
Sea F : B(1) — R3 un campo vectorial de clase C', y sea n = n; la normal unitaria exterior a S(t). Probar

que
1

divF(a) = tl_1>%1+ WB@) /S(t) F -ndS.

10.15. En los siguientes ejercicios, 0f /On denota la derivada direccional de un campo escalar f en la
direccion de la normal unitaria exterior n a una superficie orientable S que limita un sélido V al que se
puede aplicar el teorema de la divergencia. Es decir,

of
- =Vf-n.

on /

En cada uno de los ejercicios demostrar la igualdad indicada, suponiendo la continuidad de todas las
derivadas que intervienen:
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()/ ds = /v2dxdydz

(b) / dS =0 si f es arménica en V (es decir si V> f = divVf =0).

) . 2
(c) /SfandS—/VfV gd:cdydz+/VVF-ng:cdydz.
d ds = V29— gV?f)de dy dz.
()/( ) /V(fggf)xyz

(e) /f ds = / ——dS si f es arménica en V.

10.16. Sea V un sdlido convexo de R?® cuya frontera es una superficie cerrada S y sea n la normal unitaria
exterior a S. Sean ' y G dos campos vectoriales de clase C' tales que

rot F=rotG, y divF =divG

en V. y que cumplen F -n =G -n en S. Demostrar que F =G en V.

Sugerencia: sea H = F — (G; encontrar una funcion de potencial f para H y usar una de las igualdades del

ejercicio anterior para ver que / |V £ dz dy dz = 0.
\%4
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